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RESUMEN

En este articulo presentamos algunos resultados, reflexiones y aportaciones
de un trabajo de investigacién (Sanchez, 2018) cuyo problema central esta
dirigido a estudiar las acciones epistémicas y cognitivas que activan los
matematicos novatos y expertos al momento de desarrollar el conocimiento
matematico y ofrecer al didacta nuevas pistas de cémo es posible aprender
a pensar y generar matematicamente. Nos planteamos dos grandes
intenciones: (1) estudiar como, cognitivamente, el mateméatico experto o
novato reconociendo un problema y ciertas posibilidades, estructura nuevas
conjeturas, para llegar a la prueba formal y asi generar aportes a la
matematica, y (2) proponer una aproximacion tedrica-conceptual del oficio
del docente y estudiante de matematica a la luz de las aportaciones que
registra el accionar epistémico y cognitivo del matematico profesional. En
este  manuscrito s6lo mostramos parte del primer propésito.
Conceptualmente, la investigacién se centra en el dominio cognitivo del
llamado Pensamiento Matematico Avanzado (PMA). Metodolégicamente
nos adherimos a la perspectiva de investigacion cualitativa. El analisis de
estos registros se centré en un proceso de descripcidn, categorizacion e
interpretacion, con el apoyo de redes sistémicas, donde emergieron
categorias y/o atributos que nos llevaron a caracterizar las acciones de
matematicos novatos y expertos al resolver problemas matematicos.

Palabras Clave: Pensamiento Matematico Avanzado, acciones epistémica
y cognitivas, novato y experto.
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ABSTRACT

In this article we present some results, reflections and contributions of a
research work (Sanchez, 2018) whose central problem is directed to study
the epistemic and cognitive actions that activate the novice and expert
mathematicians when developing mathematical knowledge and offer the
didactic new clues on how it is possible to learn to think and generate
mathematically. We set ourselves two great intentions: (1) to study how,
cognitively, the expert or novice mathematician recognizes a problem and
certain possibilities, structures new conjectures, to lead to a formal proof and
thus generate contributions to mathematics, and (2) propose a theoretical
and conceptual approach to the job of the teacher and student of
mathematics in light of the contributions recorded by the epistemic and
cognitive actions of the professional mathematician. In this manuscript we
only show part of the first purpose. Conceptually, the research focuses on
the cognitive domain of the so-called Advanced Mathematical Thought.
Methodologically we adhere to the perspective of qualitative research. The
analysis of these records focused on a process of description, categorization
and interpretation, with the support of systemic networks, where categories
and/or attributes emerged led us to characterize the actions of novice and
expert mathematicians in solving mathematical problems.

Key word: Advanced Mathematical Thought, epistemic and cognitive
actions, novice and expert.
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RESUMO

Neste artigo apresentamos alguns resultados, reflexdes e contribuicbes de
um trabalho de pesquisa (Sanchez, 2018) cujo problema central é
direcionado para o estudo das acbes epistémicas e cognitivas que ativam
0s matematicos novatos e especialistas no desenvolvimento do
conhecimento matematico e oferecer as novas pistas didaticas sobre como
é possivel aprender a pensar e gerar matematicamente. Nos consideramos
duas grandes intengdes: (1) estudar como, cognitivamente, o matematico
especialista ou novato reconhece um problema e certas possibilidades,
estrutura novas conjecturas, para chegar a prova formal e, assim, gerar
contribuicbes a matematica e (2) propor uma abordagem tedrico-conceitual
para o trabalho do professor e aluno de matematica a luz das contribuicdes
registradas pelas acdes epistémicas e cognitivas do matematico
profissional. Neste manuscrito, mostramos apenas uma parte do primeiro
proposito. Conceitualmente, a pesquisa esta focada no dominio cognitivo do
chamado Pensamento Matematico Avancado (PMA). Metodologicamente
aderimos a perspectiva da pesquisa qualitativa. A analise destes registros
esteve voltada para um processo de descricdo, categorizacdo e
interpretacdo, com o apoio de redes sistémicas, onde emergiram categorias
e / ou atributos que nos levaram a caracterizar as agdes de matematicos
novatos e especialistas na resolugéo de problemas matematicos.

Palavras chave: Pensamento Mateméatico Avancado, a¢des epistémicas e
cognitivas, novato e perito.
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Problematica de estudio

Uno de los tantos cuestionamientos e intencionalidades que ostenta la
educacion matematica contemporanea refiere a su interés de generar
nuevos insumos que le permitan interpretar ;,cémo hacer que el estudiante
desarrolle el conocimiento matematico? (Sanchez, 2016, 2018). Muchos han
sido los interesados en dar respuestas y explicitar dicha produccion
gnoseoldgica-matematica desde el estudio de los procesos que activan los
matematicos profesionales cuando hacen matematica (Schoenfeld, 1992;
Sierpinska y Lerman, 1996; Weber y Alcock, 2004; Alcock y Weber, 2005;
Inglis, Mejias- Ramos y Simpson, 2014; Weber y Mejia-Ramos, 2011; Tall,
2013); resaltando los beneficios que pueden presentarse si se consideran
tales procesos en la enseflanza de esta ciencia (Balachef, 1982, 1987;
Sierpinska y Lerman, 1996; Harel y Sowder, 1998; Weber, Inglis y Mejia-
Ramos, 2014; Larios, 2015). Reportes de investigacion asilados en un
contexto tedrico que reclaman evidencias empiricas para su legitimacion.

Tal situacion nos hizo querer involucrarnos en un estudio que nos lleva a
observar e interpretar ;cudles son los procesos epistémicos y cognitivos
gue emplean los matematicos a la hora de generar nuevos insumos en el
conocimiento matematico?, y asi, desde un procedimiento experiencial
investigativo, desvestirla de su posible accidentalidad teérica y apropiarnos
de su esencia para aportar desde un punto de vista didactico-epistémico a
la ensefianza de la matematica.

Desvelar las acciones epistémicas y cognitivas empleadas por los
matematicos de oficio para aportar a la didactica, nos hace revisar
acidiosamente presupuestos teoréticos salpicados de la pluridimesionalidad
del conocimiento matematico que muestran -particularmente- su rostro
cognitivista (Dreyfus y Eisenberg, 1996; Gray y Tall, 2001; Dreyfus, 2002;
Tall, 2013) y epistémico (Hadamard, 1945; Dieudonné, 1989; De Lorenzo
1971, 1980, 1998; y Weber, Inglis y Mejia-Ramos, 2014) en el cual
localizamos insumos que describen algunos rasgos y/o atributos que luce el
oficio del matematico, sumido en un proceder investigativo a través de fases
(Hadamard, 1945; Dieudonné, 1989; Tall, 2013) que lo llevan a dilatar el
conocimiento matemético.
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Particularmente asumiendo como plataforma conceptual el ciclo que segun
Tall (2013) comporta el desarrollo del conocimiento matematico, disefiado a
través de cuatro fases formulado en términos de problema, posibilidades,
conjeturas y pruebas, intentamos transparentar aquellas acciones
epistémicas y cognitivas de las cuales se sirve el matematico profesional
para desplazarse -desde un proceso recursivo- en cada una de las fases
descritas. Posicionamiento que invita a preguntarnos ;como se pueden
describir los procesos epistémicos y cognitivos que emplean los
matematicos a la hora del reconocimiento de un problema?, ;al estudiar y
empoderarse de herramientas introductorias para enfrentar el problema?, y
sal generar y validar sus conjeturas solucionadoras de la situacién
problematica?

En este articulo queremos desarrollar ideas, hallazgos y reflexiones, que
nos permiten dar respuestas parciales a las interrogantes antes expuestas,
desde un acercamiento exploratorio; mismo que fue parte de una
investigaciéon en Educacion Matemética cuyo propédsito fue estudiar cémo,
cognitivamente, el matematico experto o novato reconociendo un problema
y ciertas posibilidades, estructura nuevas conjeturas, para llegar a la prueba
formal y asi generar aportes a la matematica; hallazgos que luego nos
trasladaron a teorizar sobre la praxis del docente y estudiante de
matematica en el contexto educativo.

Este manuscrito se desarrolla de la siguiente manera: Primeramente la
fundamentacidn teorica, la cual permite: (1) ubicar el objeto de estudio de
investigacion dentro de una aproximacion tedérica cognitiva Pensamiento
Matematico Avanzado (PMA) y (2) caracterizar a los versionantes en
matematicos novatos y expertos. Sumariamente se registra la ruta
metodoldgica que explicita las tareas de categorizacion y caracterizacién de
las acciones epistémicas y cognitivas reveladas por los mateméticos -
versionantes del estudio- al momento de desarrollar y solidificar el
conocimiento matematico. Por ultimo resefiamos hallazgos y reflexiones
finales de la investigacion.

Fundamentacion tedrica

Dedicamos este espacio a la presentacién de una breve mirada a las
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consideraciones teéricas que fundamentan nuestro objeto de estudio, a los
fines de transparentar aquellas aportaciones y percepciones ofrecidas por
tedricos e investigadores que dejan en evidencia significados formales y
sustantivos que nos permitieron alcanzar las metas de la investigacion.
PMA: Asentamiento Conceptual del Estudio

Nuestra investigacion se enmarcé conceptualmente en el llamado
Pensamiento Matematico Avanzado (PMA); aproximacién teoria promovida
y desarrollada inicialmente por David Tall y Tommy Dreyfus, avocada al
estudio y relacion del desarrollo y crecimiento del pensamiento matematico
-desde una etapa elemental hacia una avanzada con rasgos préximos al del
matematico profesional-. Cuerpo teédrico (PMA) que se alimenté de
aportaciones que yacen en la psicologia cognitiva, principalmente las
elaboradas por Piaget y Bruner (Valdivé, 2008; Valdivé y Garbin, 2008,
2010, 2013).

Mirada cognitivista centrada en el estudio ciertos fendmenos metales
correspondiente al pensamiento matematico, cuyo origen se ubican en los
dos ultimos lustros del siglo pasado debido al interés en la comunidad de
matematicos y educadores matematicos, en la forma de como piensan las
personas que se dedican profesionalmente a las matematicas, es decir un
interés por estudiar la psicologia del pensamiento matemaético.

El Desarrollo del Conocimiento y el Pensamiento Matematico en el
PMA: aportaciones que se alojan en los Mundos de la Matematica.

Las lineas que siguen destacan la descripcidon e interpretacién de como Tall
idealizd el desarrollo cognitivo del conocimiento matematico en el individuo,
recurriendo para ello, de un discurso metaférico, que nos lleva por un viaje,
una aventura hacia lo que él denominé los tres mundos de la matematica,
donde es posible retroceder y activar procesos de regulacion (idea
piagetiana) y de autocomprension, pero mas aun, en este viaje es posible
transformar los objetos matematicos en perfectas entidades mentales, que
promueven, desde el lenguaje y el simbolismo, la generacion de sofisticados
conocimientos matematicos.
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Los mundos a los que Tall hace referencia son: ElI Embodied, EI
proceptual y el Formal. E| primer mundo nace de nuestra capacidad
sensorial de reconocer, al ver patrones, similitudes y diferencias que
expresamos en lenguaje para categorizar objetos, esto es, refiere a los
pensamiento de las cosas que percibimos desde los sentidos, no sélo en el
mundo fisico, sino también atiende a nuestras concepciones internas que
implican las imaginerias -visuo-espacial- de nuestro propio mundo mental
(Tall, 2004a, 2004b, 2013).

El segundo mundo se basa en nuestra capacidad motriz para la repeticién
que nos permite ejercer secuencias de acciones hasta que podamos
realizarlas de forma automatica como operaciones secuenciales con poco
esfuerzo consciente. Este mundo esta constituido por los simbolos que
utilizamos para el calculo y la manipulacién aritmética, algebraica, el calculo
y asi sucesivamente, donde no sélo se especifican las operaciones que se
pueden realizar con ellos, sino que ademas, operan como entidades
mentales que ellos mismos pueden realizar, es decir, con el tiempo el uso
de la manipulacion de simbolos puede dar lugar a una forma de realizacion
conceptual significativa (lbid.). El tercer y ultimo mundo se basa en las
propiedades, expresada en términos de definiciones formales y que son
utilizadas como axiomas para especificar las estructuras matematicas
(Ibid.).

Desarrollo del Conocimiento en los Mundos de la Matematica

La concrecion de los tres mundos de la matematica propuestos por Tall y
colaborados, emerge -entre otras cosas- de su contacto con las ideas
piagetianas que lo llevaron a vislumbrar tres tipos diferentes de surgimiento
del objeto: (1) aquéllos derivados de la abstraccion empirica que estudia los
objetos y sus propiedades, (2) los que surgen en lo que Piaget denomina
abstraccion pseudo-empirica centrada en acciones (contar) que estan
simbolizadas y comprimidas mentalmente como conceptos (el nimero), y
(8) los que emergen a partir del estudio de las propiedades, las deducciones
l6gica y que yacen en el enfoque formalista de la matematica moderna (Tall,
2004a, 2004b, 2013).
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Elucubraciones que le permitieron -en lo sucesivo- proponer tres tipos de
abstracciones que emergen desde procesos mentales, siendo estas: (1) de
abstraccion estructural (que opera en los objetos, a través de la percepcion
de similitudes y diferencias, para descubrir sus propiedades). (2) la
abstraccion operacional (que opera en los objetos para descubrir las
propiedades de las operaciones, y que implica la practica de una secuencia
de acciones, donde los procesos se comprimen en un concepto mental,
mediante la encapsulacion); y se extienden a la (3) abstraccion formal (que
opera en las definiciones formales por medio del uso de un lenguaje cada
vez mas sofisticado para especificar y deducir nuevas propiedades
formales).

Este proceso que desvela como se desarrolla el conocimiento matematico
desde el emerger sus objetos, convoca a su vez al establecimiento de una
tipologia que los describa, que a saber de Gray y Tall (2001, p. 69, tr. libre)
es caracterizada como:

Objetos embodied, como en la geometria, o desde la apoyadura en
gréficas que comienzan con la fundaciones fisicas y desarrollan
constantemente cuadros mentales mas abstractos a través de del uso
jerarquico y sutil del lenguaje.

Objetos simbdlicos, que actian de manera transparente para cambiar de
un “concepto mental a manipular” a un “proceso a realizar” a menudo
inconsciente utilizando un algoritmo cognitivo aprobado.

Objeto axiomatico, que yace en el pensamiento matematico avanzado
donde los axiomas verbales/simbdlicos se utilizan como base para el
diseno y expansion de una teoria construida légicamente.

En tal sentido, esta presentacion -sucinta- atinente al desarrollo
conocimiento matematico aglutinan e incardinan diversas aportaciones de
teorias conceptualistas, psicolinglisticas y cognitivistas; y desde esta
coloracion pluridimensional deja ver una multiplicidad de matices producto
de acciones que se visten, organizativamente, con un ropaje mediante: (a)
el empleo de la intuicién, la experiencia, la deduccion y la asuncién de
resultados por autoridad (Weber, Inglis y Mejia-Ramos, 2014); y (b) la
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realizacién conceptual que combina los modos enactivo e iconico de la
percepcion y la accion humana (Tall, 2014).

Desplazando ahora nuestra atencion al proceder investigativo que
ensancha, solidifica y regula el conocimiento matematico, su autoria
corresponde a un reducido numero de personas que la desarrollan, cultivan,
y la utilizan en situaciones de amplia diversidad; dicho proceso comporta
ciertas fases (Hadamard, 1945, Dieudonné, 1989). Particularmente para Tall
(2013) se dibuja en cuatro fases, definidas en términos de problemas,
posibilidades, conjetura y prueba. Y sobre esta praxeologia que engloba la
estructura légica de como es posible brindar nuevos aportes a esta ciencia,
logramos identificar y categorizar aquellas acciones epistémicas y cognitivas
subyacentes en las rutas, fases, metdédicas contempladas por los
matematicos novatos y experto al momento de desarrollar sus
producciones investigativas.

Desarrollo del Pensamiento en los Mundos de la Matematica

Enrumbarse hacia una aventura cuyo destino persigue un acercamiento al
desarrollo del pensamiento matematico, no es una tarea sencilla; es dificil
encontrar evidencias que impregnen todos los valiosos y diversos que
comporta el pensamiento matematico. En esta investigacién su estudio
atiende a: (a) la visibn multidimensional que comprenden lo estético y lo
afectivo propuesta por Dreyfus y Eisenberg (1996), y desde su rostro
cognoscitivo (b) los procesos cognitivos (Dreyfus y Eisenberg, 1996;
Dreyfus, 2002) y los niveles de pensamiento sugeridos por Gray y Tall
(2001).

Bajo esta premisa, divisamos rasgos y/o caracteristicas que exhiben los
pensamientos del matematico, configurados desde diversos procesos
cognitivos que se complementan y se yuxtaponen dependiendo los
requerimientos demandados. Procesos cognitivos que han sido escindido
por Dreyfus (2002) considerando el componente psicologico tales como: los
de representar, conceptualizar, interiorizar, encapsular, inducir y visualizar; y
al componente matemético, entre ellos, analizar, categorizar, conjeturar,
generalizar, sintetizar, definir, demostrar, formalizar.
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Respecto a los planteamientos policromaticos que ofrecen Dreyfus vy
Eisenberg en torno al pensamiento matematico y su desarrollo, estos
alientan el reconocimiento de una visién que agrupa lo estético, lo afectivo y
lo cognitivo, significando: (1) la necesaria consideracién estética en los
razonamientos que persiguen la produccién y evaluacioén de los resultados
matematicos; (2) el papel que desempena la autoconfianza en el
pensamiento matematico; y (3) que la adicién y combinacién de procesos
cognitivos permite aumentar la flexibilidad de los patrones del pensamiento
matematico.

Por su parte, Gray y Tall (2001) desde un miramiento cognitivista explicitan
el desarrollo del pensamiento matematico atendiendo ciertos niveles de
comprensién:

Un nivel primitivo si s6lo atiende a sus percepciones de los objetos
corporificados

Un nivel mas sofisticado, si luce un facil movimiento hacia adelante para
enfocarse en el simbolismo o volver a hacia las configuraciones de los
objetos base.

Niveles superiores al perder contacto con el mundo real y convirtiéndose
en pensadores formales.

La Praxis del Matematico: Matices que revelan una distincion entre el
matematico novato y el experto

De esta linea se desprende un conjunto de estudios (Chi, Glaser y Farr,
1988; Pozo, 1994; Peinado y Leal, 2013; Tall, 2013) interesados en
caracterizar al novato y al experto. Contemplamos en este manuscrito su
presentacién desde una presentacion matricial, explicitando para ello, las
categorias y sus caracteristicas asociadas atendiendo las aportaciones de
las fuentes consultadas.
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Tabla Nro. 1: Atributos que revelan una distincién entre Matematico
Novato y Experto

Categorias Caracterizacion

- El experto posee amplio conocimiento de dominio especifico el cual esta
ricamente interconectado y jerarquicamente estructurado, poseen
multiples representaciones integradas y recuerdan mayor cantidad de
informacion.

- El novato posee un conocimiento almacenado cronolégicamente,
El conocimiento que [ desconectado, desorganizado, amorfo, sus representaciones son
ostentan. pobremente formadas y sin relaciones.

- El novato intenta darle sentido a las ideas formales: su mente estd aun
cargada de representaciones concretas e ideas simbdlicas

- El experto puede controlar sus propias destrezas. Este autoconocimiento
les permite manifestar adecuadamente el camino para resolver los
problemas.

Los procesos
cognitivos activados
al  momento de
resolver problemas.

- Los novatos se limitan a la acumulacién de conocimientos, mientras que
los expertos crean nuevos esquemas de organizacion de conocimiento.

- Los expertos se guian por abstracciones conceptuales, mientras que los
novatos lo hacen con objetos materiales en tiempo real.

- El experto organiza el conocimiento semantico en grandes unidades
interrelacionadas.

- El novato tienen el conocimiento factual disperso en pequefas unidades;
por eso representan los problemas ingenuamente (en relacion a lo
semantico) y en términos de caracteristicas superficiales y especificas
(conceptos).

- El experto pasa mas tiempo en analizar el problema desde un prisma
cualitativo tratando de comprender el problema.

- El novato pasa inmediatamente a la accion sin analizar adecuadamente
todos los elementos que constituye el problema.

- El novato es mas superficiales ante los problemas, mientras que los
expertos profundizan més en la solucién. Los expertos y los novatos
pueden tener categorias conceptuales semejantes, pero los expertos las
tienen basadas en principios, los novatos en ideas superficiales.

Fuente: Elaboracién propia

La organizacion vy
jerarquizacion de las
ideas al momento de
resolver problemas.

Los planteamientos descritos ofrecen al estudio, el otorgamiento de
insumos, como guia para el reconocimiento de ciertos atributos que nos
permitieron clasificar al matematico en novato y experto; asi como también,
el respaldo y justificacién de dicha designacién.
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Ruta metodolégica

Responder a nuestras inquietudes e intencionalidades de la investigacion y
mostrar una aproximacién de los procesos cognitivos que activan los
matematicos expertos y novatos -versionantes del estudio- al momento de
generar las soluciones a ciertos problemas matematicos, nos ha llevado a
un estudio de tipo cualitativo e interpretativo, de caracter exploratorio y
descriptivo.

Nuestro estudio, ubicado en un contexto epistémico-didactico, se adscribe
en su totalidad a la perspectiva de investigacion cualitativa; metodologia que
representa una constante busqueda de vias aproximativas tendientes a
comprender e interpretar el entramado mundo de los fendmenos sociales -
entre ellos los educativos- desde una Optica que reconoce su caracter
complejo, dinamico, recursivo y cambiante.

Sumariamente y denotando las imbricaciones que prefiguran el sentido
investigativo se establece entonces, que el hecho de involucrar a los
investigadores y a los entes investigados -mateméaticos expertos y novatos-
en una realidad que busca desocultar las acciones y procesos del
matematico a la hora de generar matematica, hizo necesario enmarcarnos
en el paradigma interpretativo.

Respecto a los versionantes seleccionados para nuestro estudio consta de
once (11) matematicos a quienes hemos clasificado como experto y novato.
Su distribucion queddé de la siguiente manera: Tres (3) matematicos
expertos de amplia trayectoria que son Docentes-investigadores
universitarios, que hemos denotado por Dy, D,, D3; y Ocho (8) matematicos
novatos que estan desarrollando (7 de 8) o realizaron (1 de 8) estudios de
cuarto nivel en el Programa de Maestria Interinstitucional en Matemaética,
convenio UCLA-UNEXPO-UPEL y que hemos denotado por My, Ma,..., Ms.

Este recorrido investigativo, requirié a su vez de metodologias especificas
que faciliten, la organizacion, representacion, clasificacion e interpretacion
de las respuestas que los matematicos dan a las cuestiones que se les
plantean en este estudio. Por ello optamos por usar como sistema de
representacion de las respuestas, las llamadas redes sistémicas (Bliss,
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Monk y Ogborn, 1983), que permiten mirar todas las respuestas de los
matematicos encuestados de manera efectiva.

En el estudio las redes se estructuran asumiendo la forma de éarbol con
ramas que se subdividen en “clases” (se usa como formalismo la barra (|),
gue son categorias que se excluyen entre ellas), y en “aspectos” (se usa la
llave ({) para indicar que son categorias no excluyentes). Con la llave (}) se
indica que la nueva categoria incluye las anteriores. Al final de cada rama
se registra el matematico que ha dado una respuesta que puede ser
interpretada bajo esa etiqueta (Valdivé y Garbin, 2008; Valdivé, 2008;
Sanchez y Valdive, 2012).

La informacion organizada permitié la elaboracion de 6 redes sistémicas
atinentes a las acciones y cognitivas de los matematicos categorizados a
partir del analisis de la informacion suministrada -3 para los matematicos
novatos y 3 para los expertos-. Debido al alto nUumero de redes sistémicas
construidas, en este articulo mostramos sélo algunas de ellas como se
evidencia mas adelante.

El Cuestionario: Tasaciones que transparentan su elaboracion y Analisis

El cuestionario consta de seis (6) preguntas; los planteamientos que
permitieron redactar las preguntas o problemas del cuestionario surgieron
desde las asunciones y apreciaciones encontrados en la revision teédrica, en
atencién al desarrollo del conocimiento y el pensamiento matematico.

Se disenaron dos cuestionarios, uno de ellos, aplicado a los matematicos
novatos (usaremos CN para referirnos al mismo), y el otro, a los
matematicos expertos (denotado en el estudio por CE), cuya unica
diferencia consistié que al cuestionario de los matematicos novatos se le
incluyé un problema matematico a resolver -adicional a las seis preguntas
del cuestionario-, esto debido a su breve andadura y/o poca actividad en el
campo de la investigacion en matematica.

El contenido considerado en los problemas incluidos en el cuestionario de
los matematicos novatos (CN), corresponden a la Topologia Conjuntista. En
suma contemplamos dos problemas matematicos. EI primero de ellos
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(Problema 1) se le propuso a los versionantes (My; My; Ms; My; Ms; Mg y M5)
y el segundo (Problema 2) al versionante (Mg), esto atendiendo al grado de
experticia del matematico y que debia ser un problema no resuelto por ellos
en la fecha que fue aplicado el cuestionario.

Si un conjunto A contiene todos sus puntos

Problema 1
fronteras, entonces A es cerrado

Sea ScRr", probar que SUS es cerrado
Problema2  ,nde § es el derivado de S formado por
todos los puntos de acumulacion de S )

Las preguntas del cuestionario se describen a continuacion:

1. Situese en el momento que inicias a abordar el proceso para
llegar a la solucion del problema, describe como nacid, y trata de
identificar y describir los primeros pensamientos que le vinieron
en mente, independientemente que hayan sido verdaderos o
falsos.

2. ¢ Establecio algunas conjeturas?, de ser afirmativo, sen qué se
basé para seleccionar aquellas conjeturas mas adecuadas
segun el problema en estudio?

3. ¢Podrias identificar si has wusado algun tipo de
representaciones?, es decir, ¢considera que se ha mantenido
sblo dentro de la problematica teérica, o has usado, dibujos,
representaciones, conceptos que puedas reconocer basicos
dentro de la matemética?

4. ;En qué momento crees llegd a la conviccidn de que la conjetura
era cierta y el proceso de solucién adecuado?

5. ¢Cbémo crees pudo llegar a la demostracion formal?, ;de qué o
en qué se apoyd?

6. ¢Se mantuviste siempre en el mismo contexto matematico?
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Analisis y hallazgos

Para el analisis tomamos en cuenta las posturas y planteamientos situados
en evidencias teodricas. Referentes que le ofrecieron a los investigadores
una diversidad de conceptualizacién, caracterizaciones relativas al
desarrollo del conocimiento y pensamiento matematica -especialmente
desde una visidn cognitiva-evolutiva- que nos sirven como marco para
interpretar -desde un proceso reflexivo, argumentativo y contrastante- las
respuestas de los matematicos.

Analisis de las Respuestas del Cuestionario: Trazado que muestra ideas
primitivas asociadas al hacer cognitivo y epistémico del matematico

Observamos un alto numero de respuestas contestadas después de la
aplicacién de los cuestionarios (CN y CE) al grupo de los 8 matematicos
novatos y 3 expertos. Para el analisis de las respuestas, hemos
considerados estudiar en conjunto las preguntas 1) y 2) -por representar las
fases previas a la prueba-; y las preguntas 4), 5) y 6) -que aluden al proceso
de prueba en si y sobre las convicciones y creencias que de ella se
derivan-; con respecto a la pregunta 3) su estudio se hace por separado, la
presencia de este proceso cognitivo -la representacion- se manifiesta en
diversos momento del hacer matematico y evoca otros procesos cognitivos'.
Por cuestiones de espacio, en este articulo s6lo mostramos el analisis de
las preguntas: 1,2, 4,5y 6.

Analisis Interpretativo-Descriptivo por Preguntas del Cuestionario (CE
y CN)

Presentamos el analisis de cada pregunta, implementado la metodologia
asumida en Valdivé (2008); en tal sentido se muestran (a) la pregunta o
preguntas del cuestionario y (b) la red sistémica correspondiente a cada
cuestién. En la red y en el analisis de las respuestas emitidas por los
matematicos, utilizamos letra itdlica (cursiva) para reflejar las palabras
textuales que aparecen en el escrito del versionante.
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Anadlisis Interpretativo-descriptivo de las Preguntas 1y 2

1. Situese en el momento que inicias a abordar el proceso para llegar
a la solucién del problema, describe como nacio, y trata de identificar y
describir los primeros pensamientos que le vinieron en mente,
independientemente que hayan sido verdaderos o falsos.

2. ¢ Establecio algunas conjeturas?, de ser afirmativo, ¢en qué se baso
para seleccionar aquellas conjeturas mas adecuadas segun el problema en
estudio?

Anadlisis de los testimonios del Matematico Experto a las preguntas 1y
2 (VerFigura 1)

- Desde un punto de vista epistémico

Encontramos que los matematicos (D4, D,) comentan que al toparse con un
problema matematico, los primeros pasos que comporta su andadura hacia
la solucion, contemplan la lectura comprensiva del enunciado del problema,
lo que los lleva necesariamente a la revisidbn y contrastacion de las
definiciones y propiedades que envuelven dicha actividad epistémica.
Adentramiento y robustecimiento de su capital tedrico que segun D, le sigue
la delimitacién y puntualizacidén de las herramientas teéricas con las que se
apoyara en su mision solucionadora y constructora de conocimiento
matematico.

Para los matematicos (D, D3), este tramo inicial que configura su aventura
epistémica, se sirve de diversas acciones, entre ellas, el uso de ejemplos o
casos particulares. Interpretamos que el uso de evidencias empiricas les
permita no sélo, situarse en los requerimientos y alcances del problema de
interés, sino ademas, analizar ciertos casos para dilatar su conviccion en
torno a él; ideas que se corresponden, en parte, con lo expresado en
Weber, Inglis y Mejia-Ramos (2014).
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Figuras 1 y 2. Redes sistémicas de las respuestas a las preguntas 1y 2

Testimonios de los Matematicos Expertos

[ -Lectura detenida del problema

- Revisar o identificar conceptos, definiciones, - Dy
propiedades que estan  involucradas
directamente en ¢l problema

-Puntualizar con qué herramientas se cuenta
Proceso inicial para | para abordar el mismo
alcanzar lasolucidn de =
un problema
matematico de interés

-Elaborar un ejemplo particular que ilustre la
sifuacion o problema planteado

-Determinar el tipo de solucidn que se desea

El Problema: obtener y el alcance de la misma

Posibilidades y
empleo de - Curiosidad por saber si algo es cierto o no, y

conjetura porqué es asi.

-Luego de trabajar un tiempo en un problema
es natural que uno comience a plantearse
algunas conjeturas. D;

Empleo y seleccion _|

1 - T ! v
de conjeturas Las conjeturas se van conformando y

construyendo naturalmente a medida que se
profundiza en el estudio del problema, se H D,
\ analizan casos particulares, se modifica alguna

hipotesis a ver qué sucede, etc.

Figura 1: Red sistémica de las preguntas 1y 2 del cuestionario (CE). I

Fuente: Elaboracién propia
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Continuacién Figuras 1y 2

Testimonios de los Matematicos Novatos
[ - Lectura detenida del problema. + v
M
- Identificar losalcances y limitaciones de la _I: -
o las hipotesis del problema.
Proceso inicial para Revisar o identificar conceptos,
alcanzar la solugi()n definiciones, propiedadesinvolucradas en el -
deunproblema ] problema (Topologia/ Teoria de Conjunto).
matemitico - Recordar los ejercicios y demostraciones | |
previas realizadas para tratar de establecer _|
conexiones con la demostracion a realizar.
- Visualizar graficamente lo que se pediao se
queria probar. 7
El Preblema:
Posibilidades y
empleo de -Un conjunto clausura -[jf
conjetura necesariamente es cerrado. !
- Complemento abierto es lo tinico
que me aseguraque un conjunto sea |
cerrado.
Problema 1 |
. - Un conjuntoes cerrado si es igual _IH
Emglegoijseﬁcazmn — a su clausura. .
-Es A cerrado Ac A 'IME
- No establecieron conjetura. .I My My M
- En un inicio pensé que el
Problema 2 4 conjunto podia ser vacio. Luego
K abordé el caso no vacio partiendo
de la definicion
Figura 2: Red sistémica de las preguntas 1y 2 del cuestionario (CN).

Fuente: Elaboracion propia

El matematico (D,) arguye que el comienzo de esta travesia, requiere
ademas determinar el tipo de solucién y alcance, que se desea brindar de
la situacion o problema. Lo que nos lleva a pensar que el matemético sitia
sus acciones y aportaciones en diverso mundo de la matematica -embodied,
proceptual y formal- (Tall, 2002a, 2002b, 2013), dependiendo los
requerimientos y pretensiones que espera ofrecer respecto a los problemas
que investiga.
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Otro aporte significativo, emana de la respuesta del matematico (D3) quien
relata que el preludio de su hacer para encarar una situacion problematica
de interés, se configura desde procesos no univocos, activados por la
curiosidad de averiguar si algo es o no verdadero y las razones que
justifican tal aseveracion. Afirmando que:

D;: El proceso no es siempre igual, pero al comienzo lo que
predomina es la curiosidad por saber si algo es cierto o no, y
porque es asi.

ldeas que transparentan un hacer que viste a la matematica como una
actividad humana (Fischbein, 2002). Un hacer que persigue la conviccion
mas que la comprobacién de los enunciados que la configuran y expanden;
y que va en la busqueda y aprehensién de aquellos principios que explicitan
el porqué de su funcionamiento.

En torno al empleo y seleccion de conjeturas, los matematicos (D4, D, D3)
coinciden que al sumergirse en este proceso epistémico y generador de
conocimiento matematico, es natural el planteamiento de conjeturas, las
cuales -segun Ds3- se van conformando a medida que se profundiza en el
estudio del problema. ldeas que significan el papel imprescindible que
ostenta el uso de conjeturas en la formulacién del conocimiento matematico.
Ademas, que las conjeturas se visten desde un razonamiento intuitivo,
preformal (Marmolejo y Moreno, 2011), el cual comporta proceso de ajustes
y reajustes a medida que se avanza en la solucién del problema (Goizueta,
2015).

- Desde un punto de vista metodoldgico
Las respuestas ofrecidas por los matematicos (D4, D,, D3) en las preguntas
1) y 2) del cuestionario se ubican en la primera, segunda y tercera fases que
luce el proceso investigativo-mateméatico contemplado por Tall (2013); en tal
sentido, observamos que el proceso que exhibe el desarrollo del
conocimiento matematico inicia mediante el reconocimiento de un problema
-Primera fase-; luego se estudian posibilidades -Segunda fase- asistidas y
cobijadas, en este caso, mediantes el reconocimiento de ciertas
definiciones, propiedades y teoremas (D, D,); y el uso de ejemplos
particulares (D). Le sigue a esta actividad epistémica, la confeccién de
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conjeturas (D4, D,, Dj) -tercera fase- que se van validando a media
gue se avanza en la solucion del problema desde las argumentaciones que
afloran al estudiar casos particulares o al modificar ciertas hipétesis (Ds).

Analisis de los Testimonios del Matematico Novato a las Preguntas 1y
2 (Ver Figura 2)

- Desde un punto de vista epistémico
Encontramos que el matematico (Mg) sostiene que uno de sus primeras
acciones ejecutadas al resolver un problema matematico es la lectura
detenida y profunda del enunciado que lo configura. A esta accién le sigue
la identificacion de los alcances y limitaciones que ostentan la o las hipétesis
de la situacién problematica (Ms, M;, Mg), que les permitié (Ms, M-)
aventurarse en la escogencia metodica para hacerle frente al problema.

Para los matematicos (M;, My, M3, M, M7, Mg) las primeras ideas vy
acciones que emergen al toparse con un problema matematico, consiste en
la busqueda y/o recordatorio del cuerpo tedrico que arropa la tarea
epistémica, tal como lo expresa Valdivé (2013) quien sostiene que los
matematicos consideran el dominio de las definiciones y el contexto
fundamentales en su hacer.

Otras consideraciones que registran las primeras pinceladas que produce el
matematico al resolver problemas, atienden, por un lado, el empleo de
gréficos -objetos embodiment- (My, My, Ms, Mg), en miras de alcanzar
algunas pistas o ideas introductorias que favorezcan en el proceso
investigativo que encaran, y por el otro, la apoyadura en experiencias
previas (My, My, M3, M) -ejercicios resueltos, demostraciones realizadas-
que les permita activar ciertas analogias que coadyuven con el problema
que investigan. Asunciones que visibilizan un proceder que matiza y articula
lo empirico, deductivo y lo autoritario (Weber, Inglis y Mejia-Ramos, 2014).

Respecto al empleo y seleccién de conjeturas, pudimos observar que un
gran numero de matematicos (My, My, Ms, Mg, Mg), consideraron configurar
una conjetura relativa al problema solicitado, que emerge como
consecuencia de esa mirada inicial que desentranid la lectura reflexiva del
enunciado y la visualizacion grafica que comportan ciertas propiedades

-3l SANCHEZ, Juan Carlos y VALDIVE, Carmen



Proximidades al accionar epistémico-cognitivo del matematico. Preludio que brota de los 50-86
testimonios de matematicos novatos y expertos. Estudio Exploratorio 1.

atinentes al problema; situacion que revalida el papel estelar que ostenta el
uso de conjeturas en el desarrollo del conocimiento matematico (Marmolejo
y Moreno, 2011; Larios, 2015).

- Desde un punto de vista Metodoldgico

Las respuestas aportadas por los matematicos (M, My, M3, My, Ms, Mg, M5,
Msg) en las preguntas 1) y 2) del cuestionario se sitian en la primera,
segunda y tercera fases del proceso investigativo-matematico propuesto por
Tall (2013). Visibilizando que el proceso de desarrollo del conocimiento
matematico inicia mediante el reconocimiento de un problema -primera fase-
; le sigue el estudio de ciertas formas alternativas que les permitié atacar el
problema -Segunda fase-, en este caso, con apoyadura en graficos (M;, My,
Ms, Mg); la ubicacidén y reconocimiento de algunas definiciones, propiedades
y teoremas (M,, My, M3, My, M7, Mg); y el uso de la experiencia (M;, My, Mg,
M-). Sumariamente, se sirven de la elaboracién de conjeturas (M, My, Ms,
Ms, Mg) -tercera fase- como afirmaciones que pretenden ser verificadas
(Larios, 2000).

Analisis Interpretativo-Descriptivo de las Preguntas 4,5y 6

4. ;En qué momento crees llegd a la conviccidn de que la conjetura
era cierta y el proceso de solucién adecuado?:

5. ¢Como crees pudo llegar a la demostracion formal?, ;de qué o en
qué se apoyd?:

6. ¢Se mantuviste siempre en el mismo contexto matematico?

Anadlisis de los Testimonios del Matematico Experto a las Preguntas 4,
5y 6 (Ver Figura 3)
- Desde un punto de vista epistémico

Para el matematico (D;) su conviccion de que una conjetura es cierta
dependerd de (a) la existencia de conexiones ldgicamente establecidas
entre las relaciones que emanan las propiedades del enunciado, (b) si
experiencias previas asi lo indican, o (c) mediante el empleo de diversos
ensayos con procedimientos algebraicos. Apreciacidon que corrobora la
premisa que establece que los matematicos ganan conviccion no sélo
desde evidencias deductivas, sino que también se sirven de evidencias
empiricas y autoritarias, aun cuando estas ultimas no garanticen la verdad
absoluta (Weber, Inglis y Mejia-Ramos, 2014).
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La respuesta emitida por el matematico (D,) refleja que su conviccion de
certeza ante una conjetura, requiere la comprobacién -en un plano teérico-
formal- de la validez de los argumentos empleados en el proceso de
solucién. Postura que legitiman: (a) el papel que ostenta -nuevamente- el
dominio de las definiciones (Valdivé, 2013) para la validacién del
conocimiento matematico, y (b) que la praxis del matematico se aloja en el
mundo formal de las matematicas (Tall, 2013) donde el orden de verdad que
garantiza la validez de los enunciados matematicos sélo se obtiene
mediante la prueba deductiva-formal (Tall, 2004a).

Por su parte, el matematico (Ds) sostiene que la creencia y convicciéon de
certeza en las conjeturas matematicas es paralelo a su conformacién, no
ameritan enrumbarse en un proceso para alcanzarlas, pero si, aquel que
garantice su validez. Afirma ademas, que lo que demanda conviccion es la
escogencia metodica, asegurando que sblo se convence de su eficacia
luego de utilizarla. Planteamientos que evidencian que el matematico en su
hacer parte de enunciado en los cuales deposita un conocimiento tacito, es
decir, parte de verdades personales incontrovertibles (Sanchez, 2016), que
los anima a corroborarlo desde la prueba.

Respecto a la concrecién y validaciéon de la prueba formal que en definitiva
exhibe-desde argumentos sofisticados y convenidos por los matematicos- la
solucién del problema que investigan; Interpretamos de las respuestas de
los versionantes que los matematico conciben el proceso de prueba como
una actividad humana (Fischbein, 2002), que conjuga, atiende o reconoce
experiencias previas (D;), uso de ejemplos particulares (Dq; Dy), ilacion
entre argumentos emergentes entre las propiedades involucradas en el
enunciado (D4), en suma una actividad consecuencia de un proceso
preformal y creativo (D3).

Otros aspectos que yacen en las respuestas de los versionantes en
atencién a la prueba, corresponde a ese periodo de sobriedad que lleva a
cabo el matematico luego de obtener la solucion del problema. Para DS, -
como ya hemos indicado- tiene que ver con la etapa de formalizacién, que
le sigue de una fase previa configurada por un accionar creativo de mayor
valor epistémico. Sin embargo D, expresa:
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Figuras 3 y 4. Redes sistémicas de las respuestas de las preguntas 4, 5
y 6 del matematico experto y novato.

Testimonios de los Matematicos Expertos

- Cuando las relaciones entre las propiedades estan 16 gicameni
/ comectadas.

- Cuagnde otfras experiencias asi lo indican.

Conviccion de - Por medic de procedimientos algebraicos en diversos ensayos
certeza delas  _|
conjeturas - Al poder comprobar de manera formal y teérica, la validez de
asmmidas todos los argumentos y leorias wusadas em el proceso de ic
sofucion

- Desde el momenio en que se formula una conjetura unoe “cree’
que es cierta, ese es el sentido de las conjeturas en matematica
algo que uno cree que es cierto pere que no ha podido probar.

Frocedimiento de
prueba su
Mhetodica v
conviccion

- No suelo convencerme de que el método uiilizado sea efective
_| hasta haber completade una solucién (bueno, salve en ciertfo.
casos en que g confianza en el método es muy grande).

Concrecion

- He llegado a la demostracién formal haciendo uso de todos lo.
elementos expuestos en la conjetura, las relaciones entre su.
propiedades, experiencias pasadas.

- Para escribir la demosiracion definitiva y formal, es de grar
avuda escribir una primera version gque reflgie la solucion ia
1.2 Pruebha- cual se tieme, a primera instancia, en la mente. Luego leeria po.
Clonviccién, ia meprdas fres vec fsgb uscando J_'&;‘ﬁn'ﬂz la _r;a;acafn de I.g misma

- - - omando en cuenia la compresién y claridad en la escritura.
Validacidon y ¥

Creencias - Para mi la demostracion formal es una simple cuestion técnica
que viene después dode haber resuelte el problema
| “imformalmente”. La efapa creativa de la solucién es informai
pero es lo mds importanie. La formalizacion es simplemente ur
trabaje de clarificacién y adaptacién a un lenmguai
convencionalmente acepiadso para la comunicacién o
resulfados.

Concrecion vy
wvalidacion de la
prueba formal

Validacion
- Meétodes de demosiracion directa e indirecia. Ocasionalment:
alguna construccion util para lograr objetfive principales.

- Lw gran apoyeo es estudiar un ejemplo mafemdtico particula.
que ilusire el problema para observar qué condiciones s
cumplen o fallan, para asi tener una idea inicial sobre gqué n
debe comprobar.

- Para la demosiracién formal es mecesario manienerse en e
misme comntexto. Bs posible cambiar de contexto con la finalidac
de lograr comparaciones, pero siempre se reforna al original.

Apoyadura de la

prueba en otros
contextos

- En cuagnio al contexte mafemdiico, ne todo el tiempo une n
mantiene al 100% en el, muchas veces es saludable vy de much:
ayuda, relacionar el problema (de ser posibie) con algin
Jemdmeno fisico y tratar de estudiar el comportamienio de diche
Jenémeno, para ver si aporia alguna luz o idea que induzca e
sofucion del problema.
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Continuacion Figuras 3y 4

Testimonios de los Matematicos Novatos

La Prueba:

Conviceién,

Walidacion v
Creencias

Fuente: Elaboracién propia

:

Convicoion de
certeza de las
conjeniras
asumidas

Procedimisnto

Metodica v
conviccion

Concrecion y
validacion de
la prusha
formal

Apoyadura de

la prueba en
OIr0s CONtEXtos

de prusba su |

- Verificands pase a pase las dgfinicionss ¥ argumsnios wrilizados _}'_I_HJ-
darms cusnta gus los utilice adscuadantents.

- Cuando el resultads ssperado concwsrda, mi pensamisnio s.s_l M3
respaldado con la formalidad, &l ndmero ¥ la deduccion. -

- Lusgp de war la continuidad de definiciones ¥ arsumsntos logicos

ordenados acordes para llagar a lo que s2 gqueria demostrar. —I""f;;

- Seguido de escribir las dgfinicionss, implicacionss ¥ dibyjos por
separade puds lagrar formar una cadsna gue ms Heve hasta la definisién— M4
ds conjunto carrado.

- Al describir grdficamenis el problema ¥ las dgfiniciones (en mi rnem‘.e}_‘l M
Establscisendo relacionss entre sl problsma ¥ su repressniacion grafica. |~ ¥

M7

- Siampras sups qua ara cierta

- Escribe simbdlicamente lo gus me planteaban, hice un ssgusma mnmi_l M
sobre lo gus s& solicita y establece relacionss. -

- Axiomatico, daductive. Demostracion diracta. —I_H"",'

- Acercamisnto grafico del problema % lusep la waloracion del_l M,
comportamisnte dz objetos v estudic de posibles casos. T

- Dssds el métoda de reduccion al absurda —I_'&_fs

- (1) Separar (identificar) las hipdtssis, (2) enfocar la tesis. (3) imaginar

&l caming directo (5& volvic borrose luseos ds la primera implicacion por

eso o descarts), (4) sscribir “por absurds” imaginar sl case grgfice

para la contradiccidn, (5) saber gue debia delimitar usande la topelogia |7
para suponsr un abisrta, (0) hacer las implicacionss mds directas ds
supansr gue 4 &ra abisrro.

Concracidn
- Alcanza la demostracion formal medisnta 2] uso da deﬁnicinnes.__l"'ﬂ
teoramas ¥ representaciones graficas. Me

- Llaga la damostracién formal a través dal método axiomstico, la lﬁgi.ea—l_'gf:':
formal.
- Consigne la demostracion formal al redactar las implicacionss de

mansra verfficabls gue no gueds lugar a dudas ¥ gus cualguisra pusda.
considerar la veracidad ds las mizmas, tratands ds justificar cada wna

M7

7| Fabidacidn

- Ejercicios previas.
- Método axiomatico, formalismo, deducciones,

fds dénds proviens 0 a gué propisdad re debs).

S u
- leyes del <|_',j';
Algzbra v algo de intuicidn. M.

s
e

M
~|_'d_?

- D'e definiciones, teoremas, propisdades ¥ representaciones
- Libro ds Texto de Matemdtica.

- D conceptos primitives... aguellos consolidados y asumidos
por los cientfficos ¥ matsmdrics.

M,
- Contextos analiticos-gaométricos-algabraicos ~{_\fi‘
- Pensé en problsmas particnlarss, también de la vida real. Ejempio una
pared de un saldn gue ss corrado ¥ la pared es parts del saldn.

Mz
M=
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D.: ...es de gran ayuda escribir una primera version que refleje la
solucion tal cual se tiene, a primera instancia, en la mente. Luego
leerla por lo menos tres veces buscando refinar la redaccion de
la misma, tomando en cuenta la compresion y claridad en la
escritura.

Planteamientos que valorizan el necesario espacio demandado por el
matematico, luego de resolver el problema, que le permite validar y
solidificar los argumentos implementados, pero ademas, revela y refrenda el
hecho que el conocimiento matematico se desarrolla con apoyadura en el
simbolismo y el lenguaje (Tall, 2013).

- Visto como un Proceso de pensamiento
Encontramos que esta vision heterogénea de la prueba revelada por los
versionantes, alienta -a su vez- la activacidbn de diversos procesos de
pensamiento, alojados en los niveles primitivos, sofisticados o superior
propuestos por Gray y Tall en el 2001.

Podemos ubicar a los matematicos (Dy, D,, D3) en un nivel primitivo,
situdndonos en el relato ofrecido en la pregunta 3) donde describen cémo
en su andadura -sobre todo inicial- en la resolucién de los problemas
matematicos que investigan, se sirven de objetos embodiment -gréaficos y
dibujos-, atendiendo -en este caso- a la percepcion de objetos
corporificados. O en un nivel sofisticado, cuando los matematicos (D4, D,)
sostienen que se apoyan en ejemplos particulares, empleando
procedimientos algebraicos, enfocando su accionar en el simbolismo. Pero
sobre todo, podemos localizar su accionar en un nivel superior
independiente del mundo real, que persigue la formalizacién desde la
relacion y comprension de las propiedades estructurales de los conceptos
formales (D4, D,, D3), que facilita en ellos una flexibilidad y sencillez de
pensamiento (Gray y Tall, 2001).

Consustanciados con las apreciaciones descritas en el parrafo anterior,
también podemos situar las aportaciones de los versionantes respecto a la
prueba en la caracterizacién contemplada por Tall (2002), siendo estas: (a)
prueba embodied, donde la verdad se alcanza desde la percepcién -uso de
dibujos y graficos (D4, D,, D3)-, (b) prueba proceptual, que recurre al calculo
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y la manipulacién para determinar la verdad (D4, D,) y (c) prueba formal,
construida por deduccion formal con apoyadura en las definiciones y
propiedades involucradas en el enunciado del problema (D4, D,, D3).

Interpretacion que legitima el hecho de que la prueba -idea central del
mundo formal- tiene manifestaciones anteriores en el mundo embodied y de
proceptos, y arrastra un proceso de desarrollo cognitivo largo y complejo,
que se va refinando desde diferentes orden de verdad situados en los
mundos de las matematicas -muchos de los cuales se apoyan en
argumentos que el matematico reconoce pero no le asigna el estatus de
prueba- y que ofrece un enfoque alternativo que abarca nociones mas
amplias de validez (Tall, 2002).

Asimismo, se viste de un proceso evolutivo que suponen una adhesion a un
pensamiento matematico que emerge y se configura desde la experiencia y
la manipulacion mental -asistido por los esquemas conceptuales que
ostentan los matematicos- que los lleva a concebir e incardinar, ideas,
imagenes, posibles definiciones y teoremas -que podrian derivarse de otras
definiciones- (D4, D»), lo que revela una potencial via de la intuicion a la
formulacién de teoremas desde la prueba formal (ibidem).

Otro aspecto valioso de resefiar en esta actividad de analisis, es la
mostracion de otra de las dimensiones que ostenta el proceso de prueba -
en este caso la afectiva-, a través del testimonio ofrecido por el matematico
(D3), quien atendiendo a su apreciacion de la metddica seleccionada para
enfrentar los problemas que investiga, expresa:

Ds: No suelo convencerme de que el método utilizado sea efectivo
hasta haber completado una solucion (bueno, salvo en ciertos
casos en que la confianza en el método es muy grande).

Aseveracion que convalida que la actividad epistémica que materializa el
matematico contempla la existencia de una relacién simbibtica entre el
progreso y la confianza (Dreyfus y Eisenberg, 1996).

- Desde un punto de vista metodoldgico
Los diversos planteamientos, posturas y/o consideraciones que testifican los
matematicos (D4, Do, D3) a las preguntas 4), 5) y 6), desvelan un accionar
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epistémico, que estiliza las rutas -formales o informales-, criterios de verdad,
razonamientos o de niveles de pensamiento; asi como también, la ubicacion
de su praxis en diversos tipos de pruebas y contextos.

Analisis de los Testimonios del Matematico Novato a las Preguntas 4, 5
y 6 (ver Figura 4)

- Desde un punto de vista epistémico

Encontramos que para los matematicos (M, M3, My, Mg) su conviccion de
gue una conjetura es cierta dependera de la adecuacién, ordenamiento y
continuidad del encadenamiento de pasos registrados para su validez, con
su respectiva fundamentacion tedrica. Los versionantes dejan ver en sus
testimonios la valoracién que le asignan (a) al conocimiento del cuerpo
tedrico que arropa el problema en estudio, y (b) al reconocimiento de
diversos procesos en su andadura hacia la prueba, asistidos por
argumentos légicos (Ms, Mg) y el empleo de dibujos -objetos embodiment-
(My), respaldando sus hallazgos mediante argumentos situados en el
trinomio intuitivo-empirico-deductivo (Fischbein, 2002; Weber, Inglis y Mejia-
Ramos, 2014). Ademas, atendiendo a la ruta de construccion relatado por
M,, muestra un proceso evolutivo y de refinacién de objetos embodied que
comienza con la percepcidn sensorial y se purifica en el pensamiento a
través del uso del lenguaje (Gray y Tall, 2001).

Desde la 6ptica del matematico (M,) su conviccion de que una conjetura es
cierta dependera de la manifestacion de un proceso simbibtico entre el
resultado y sus pensamientos, acontecimiento que yace respaldado desde
la deduccion. Interpretamos de su respuesta, que los matematicos
gobiernan su actuacién contemplando un proceso isomorfo entre el
desarrollo del conocimiento y el pensamiento matematico; proceso que
refina su comprension y auspicia a su vez la regulacién y expansion del
conocimiento matematico. Asimismo, presenta que la conviccion de certeza
de una conjetura matematica se alcanza desde el respaldo que ofrece la
deduccidn y la formalidad, acciones metddicas y psicoldgicas que se alojan
en el mundo formal (Tall, 2013).

La respuesta emitida por el matematico (Ms) refleja que su conviccion de
certeza ante una conjetura matemética, requiere el establecimiento de
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relaciones entre los elementos y/o propiedades que dimanan los objetos
embodiment -iconicos o graficos- del problema que se estudia y las
definiciones matematicas asociadas. Planteamientos que nos lleva pensar
que los matematicos también adquieren conviccidbn ante una conjetura
desde la combinacion o asistencias de diversas fuentes de conocimiento,
estilizando los aportes que subyacen entre las relaciones que aflora este
proceso comparativo, ademas de legitimar, el hecho de que el matematico
combina los modos icénico y simbdlico de la percepcion y la accion
humanas (Tall, 2014) en su accion investigativa y constructora del
conocimiento matematico.

Por su parte, los mateméticos (M;, Mg) exponen que no requerian
aventurarse en un proceso indagatorio para creer y convencerse de que las
conjeturas construidas para encarar el problema eran ciertas, pues estaban
convencidos desde el momento de su conformacion, con apoyadura en las
definiciones y conocimientos previos, apreciaciones que dejan ver que el
desarrollo del pensamiento y la prueba se alimenta de las experiencias
previas -met-befores- del matematico (Tall, 2014).

Dirigiendo ahora nuestra atencion a las apreciaciones que los matematico

(M4, My, M3, My, Ms, Mg, M7, Mg) le asignan al procedimiento implementado
para darle solucion al problema y a la conviccidon que ostentan del mismo,
encontramos que los mateméaticos (M, Ms, M7, Mg) contemplan que sus
rutas de actuacidn se apoyan inicialmente desde representaciones graficas
o simbdlicas que los llevo luego a (a) fraguar un esquema metal y establecer
relaciones (M,), (b) evaluar algunos casos emergentes (Ms; M), y (c)
delimitar el enunciado mediante el uso de la topologia y establecer una
nueva implicacion consustanciada con la metodologia a aplicar. El resto de
los matematicos (M., M3, My, Mg) volcaron su mirada para reconocer un
proceso investigativo que se gesta desde acciones metodoldgicas
consistentes con el método axiomatico, en particular, testifican que su
travesia se auxilid con el método directo (Mo, M3, M) o el método indirecto
de reduccién al absurdo (Mg).

Valoracion procesual asistido con una brujula que ubica nuevamente la
acciones del matematico como un proceso evolutivo y refinado que se sirve
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de objetos matematicos: embodiment, simbdlicos y axiomaticos; objetos que
son como trampolines que transforman un objeto de orden inferior -
embodiment- en uno de orden superior -axiomatico- (Gray y Tall, 2001).

En lo concerniente a la concrecion y validacion de la prueba formal,
atendiendo a la pregunta 5) del cuestionario, observamos que los
matematicos conciben que alcanzaron la prueba formal: (a) enlazando
definiciones, teoremas, y las relaciones que ellas dimanan (My, Ms, Mg, Mg),
(b) cobijado con el método axiomatico y la ldgica formal (M,, M3, My), vy (C)
mediante un discurso bien fundamentado que adpa la conviccion de certeza
de posibles lectores (M7). Validando nuevamente la valoracién que le asigna
el matematico al dominio de las definiciones involucradas en su actividad
epistémica (Valdivé, 2013), que la ubicacion de los hallazgos definitivos del
matematico reposa en el mundo formal (Tall, 2013) y transparenta un
concepcién de la prueba acoplada al hacer global (De Lorenzo, 1998) que
persigue eliminar todas las dudas personales o para persuadir a otros que la
conjetura es cierta (Harel y Sowder, 1998).

Divisando mas de cerca los medios y apoyadura de los cuales se sirve el
matematico para alcanzar la prueba formal, pudimos apreciar que los
matematicos se sirven de: (a) procedimientos deductivos e inductivos (Mo,
My, Mg), (b) definiciones, teoremas y representaciones (M;, Ms, Mg, M7, Mg),
(c) lo establecido en libros de texto de matematica (M;) y (d) de
conocimientos ya convenidos y validados por los matematicos (Ms).

- Visto como un Proceso de pensamiento

En esta andadura analitica con antifaces que intentan transparentar una
cara cognoscitiva de la prueba matematica, observamos que las posturas y
acciones que muestran los matematicos (My, My, M3, M4, M5, Mg, M7, Mg) al
momento de resolver el problema matematico solicitado y la apreciacion que
luego explicitan desde las respuestas a las interrogantes 4), 5) y 6) del (CN)
denotan unas concepciones de la prueba que se cobijan en los niveles
primitivos, sofisticados o superior propuestos por Gray y Tall, 2001.

Ubicamos a los matematicos (M, My, M3, My, Ms, Mg, M, Mg) en un nivel
primitivo, atendiendo las consideraciones y acciones al responder el CN
presentando cémo en su labor epistémica, se apoyan de objetos
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embodiment, asistidos por la percepciéon y accion. Asimismo, podemos
situarlos en un nivel sofisticado, cuando los matematicos (M., M3, M,) se
apoyan en ejercicios previos y procedimientos algebraicos, centrando su
accionar en el simbolismo. Pero ademas, podemos localizarlos en un nivel
superior que se independiza del mundo real, y su accionar se reviste de
formalidad centrandose en las relaciones entre propiedades estructurales de
los conceptos involucrados en el problema en estudio (My, My, M3, My, Ms,
Me, M7, Ms).

Los niveles que subyacen en los pensamientos activados por los
matematicos, nos permite ademas ubicar sus producciones en los diversos
tipos de pruebas consideradas por Tall (2004a); de ahi, situamos a los
matematicos en: (1) Prueba Embodied, al ver como en cierta fase de la
prueba la verdad resultaba desde la percepcion -uso objetos embodiment-
(M4, My, M3, My, Ms, Mg, M;, Mg)-, (2) prueba proceptual, cuando se
apoyaban en el célculo y la manipulacién para determinar la verdad (Mo,
Ms, M,) vy (3) prueba formal, al presentar sus hallazgos finales, con una ruta
deduccion formal respaldada por las definiciones y propiedades
involucradas con la situacién problematica (My, My, M3, M4, Ms, Mg, M7, Mg).

Apreciaciones que legitiman nuevamente cdémo la prueba formal que

comunmente observamos en los libros de texto o revistas especializadas,
tiene manifestaciones anteriores en el mundo embodied y de proceptos
(Tall, 2013) y que cimentada en un proceso evolutivos que se alimenta por
los esquemas conceptuales, lleva a su artifice a desplazar y refinar los
hallazgos parciales, y asi vestir un conocimiento que emerge desde la
intuicion e informalidad, con un ropaje deductivista que le otorga formalidad.

Otro aspecto presente en esta tarea de analisis -aunque no de manera
extensiva, explicita y detallada- y que refrenda lo enunciado por (Dreyfus y
Eisenberg, 1996)° y Valdivé (2013)° refiere a la activacion e imbricacion de
diversos procesos cognitivos por el matematico al momento de afrontar y
edificar la prueba; entre ellos, la conjeturacion, la representacion -como ya
hemos explicitado en gran parte de este analisis-, la intuicién, la
formalizacion, la comprobacion, la estructuracion y la abstraccion.
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- Desde un punto de vista Metodoldgico

Las respuestas de los matematicos (My, M,, M3, My, Ms, Mg, M, Mg) a las
preguntas 4), 5) y 6) del cuestionario. Se ubican en la cuarta y ultima fase
del proceso investigativo-matematico (Tall, 2013). Las numerosas
apreciaciones, acciones y asunciones que narran los versionantes,
presentan a esta actividad constructora de conocimiento matematicos con
un barniz, de diversas tonalidades y coloraciones que atienden procesos
inductivos y deductivos, amplios criterios de verdad, encaminados y/o
consustanciados con los niveles de razonamientos o0 pensamiento
contemplados por su artifice.

Andlisis de los Testimonios del Matematico Novato y Experto a la
Pregunta 3

Reconociendo que en los analisis resefiados en los subtramos anteriores, la
presencia de la representacion es notoria, ilustraremos una exposicion
sintética de la respuesta de los versionantes a la pregunta 3.

En el caso de los matematicos expertos exponen: que se sirven de la
representacion para transparentar las relaciones que ostentan las
propiedades involucradas con los problemas que investiga (D4); como medio
que le permite esquematizar rutas de accién (D,); como vehiculo para
trasladarse hacia otros contextos (D,) y para el estudio y pensamiento de
los objetos matematico (Ds).

En el caso de los matematicos novatos exponen: que su apoyadura en la
representacion les permite visualizar la diferenciacion de algunos puntos
notables de un espacio topolégico (M;, M4, M;); como herramienta que
funge como especie de puente que permite pasar del conocimiento intuitivo
a la formalidad (M., Ms); como un mecanismos que posibilita el emerger de
ideas, que les permite aclarar y recordar algunas cuestiones teéricas
asociadas a la problematica (Mg); como andamiaje a la generalizacion (Mg).

Reflexiones Finales

El conocimiento emergente que brota del andlisis e interpretacion realizado
a las aportaciones suministradas en este nuestro primer contacto con los
versionantes registr6 un entramado de ideas y asunciones que nos
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permitieron aproximarnos a las acciones epistémicas y cognitivas que activa
el matematico al enrumbarse en un proceso investigativo-matematico.
Acercamiento que desde un miramiento didactico promueve el encuentro
con los artesanos de la matematica con el propdsito de alinear la cognicion
epistémica de los estudiantes en matematica con las del matematico
profesional.

Hemos querido sintetizar -de entrada- los hallazgos resultantes de esta
experiencia investigativa, desde una presentacion grafica (ver grafica Nro.
1), que situadas en las fases que segun Tall (2013) y en consonancia con
los testimonios de los versionantes, ofrece un medio para esquematizar las
ideas permitiéndonos transparentar las metas alcanzadas.

Observando el esquema grafico sintetizamos lo siguiente:

- El papel estelar que le asigna el matematico al dominio del cuerpo
tedrico, en su praxis.

- Las investigaciones del matematico comportan un
acompafamiento, respaldo e imbricacidén de evidencias empiricas (asistidas
desde procedimientos algebraicos, consideracién de ejemplos particulares,
otros), autoritarias (segun lo expresado en libros de textos especializados, o
convenido y validado por matematicos de trayectoria), y deductivas (con
apoyadura en el método axiomatico).

- Los matematicos-versionantes del estudio- se sirven de las
representaciones -mentales, graficas y simbdlicas- como mecanismo para
transparentar relaciones entre las propiedades involucradas en el problema
matematico que investiga, para sintetizar su accion epistémica, para
desplazarse hacia otros contextos, y como andamiaje para la formalizacion
y generalizacién.

- Las acciones encaminadas por los matematicos novatos y expertos,
contemplan unos procesos evolutivos y refinados, que se sirve -inicialmente-
de objetos embodiment y simbdlicos, los cuales van adquiriendo sofisticados
matices -con apoyadura en el lenguaje y el simbolismo- que los transforman
en un objeto de orden superior (axiomatico).
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Grafico N° 1: Recuento Ideografico de las Acciones Epistémicas y
Cognitiva del Matematico Novato y Experto
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Fuente: Elaboracién propia

- El pensamiento de los versionantes comporta los tres niveles
sugeridos por Gray y Tall (2001), siendo estos: primitivo, sofisticado -en las
primeras fases del proceso investigativo-, y superior -al cristalizar la prueba
formal-.

- El proceso investigativo que activan y testifican los actores sociales,
tiene manifestaciones iniciales en los mundos embodiment y de proceptos,
asistidos por pruebas cuyo criterio de verdad reposa en la percepcion de
objetos corporificados -uso de dibujos o graficos- o desde la manipulacion
de objetos mediante procedimientos algebraicos; encauzando -luego- un
proceso de desarrollo que complejiza, refina y reviste los hallazgos
solucionadores del problema -salpicados de creatividad e intuicidon- con un
ropaje formalizado, desde una estilistica semiformal.
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Los matematicos encuestados traslucen que la actividad epistémica
que comprenden sus investigaciones, se nutre de un pensamiento que
emerge y se configura, desde la experiencia y la manipulacién mental,
adheridos a sus esquemas conceptuales.
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Notas:
' Seguin Dreyfus (2002) la representacion matematica activa los procesos de modelacion,
visualizacién, abstraccién, entre otros.

2 Para Dreyfus y Eisenberg (1996) el desarrollo del pensamiento matematico es consecuencia
de la activacion y combinacion de diversos procesos cognitivos que llevan a su flexibilizacién,
condicion requerida por los matematicos expertos en la solucién de sus problemas de
investigacion.

% Para Valdivé (2013) la prueba como proceso cognitivo representa una problematica por

cuanto involucra otros procesos de pensamiento (abstraccién, andlisis, conjeturacion, entre
otros) que se activan en la mente cuando se afronta una tarea de demostracion.
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