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Conduccién de Calor en Placas Matalicas Perforadas.
Parte I: Modelo y Soluciéon Débil en un Paso de Tiempo

Wilfredo Angulo + Eligio Colmenares*

RESUMEN
L d
Proponemos una formulacién débil de un modelo de conduccién de calor para la deteccién de perforaciones en placas metélicas. Una
discretizacion implicita en tiempo produce un sistema leneal acoplado de ecuaciones diferenciales parciales. En cada paso de tiempo, el
sistema se reduce a un problema de Helmholtz con condiciones de frontera tipo Robin y demostramos que su formulacién débil equivalente
es un problema bien planteado.
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ABSTRACT

We propose a weak formulation of a heat conduction model for the detection of holes in metallic plates. An implicit discretization in time
leads to a coupled, linear system of partial differential equations. At each time step, the system reduces to a Helmholtz problem with
Robin boundary conditions and we show that its equivalent weak formulation is a well-posedness problem.

Key words: Weak formulation, heat conduction model, well-posedness problem.

1. INTRODUCCION

A. Chaves et al. en {4] y J. J. Gil et al. en [6] han planteado un modelo de conduccién de calor como método no destructivo para detectar
dafos en placas de metal. En ambos trabajos se empleé un programa comercial de elementos finitos para llevar a cabo las simulaciones
de deteccion termogréafica correspondiente a perfiles de enfriamiento, pero en ninguno de los casos se realizé y analiz6 la discretizacién de
elementos finitos; atin més, no se especificé el tipo de elemento finito usado para llevar a cabo la aproximacién numeérica. En éste sentido,
un estudio de la discretizacién y la escogencia del elemento finito es importante [2]. Como paso previo, es necesario saber qué regularidad
posee la data, el dominio de validez del modelo y cu4l es la formulacién débil adecuada o variacional equivalente al problema de conduccién
exigido por el método de los elementos finitos.

En éste articulo, proponemos una formulacién débil equivalente al problema de conduccién planteado en [4] y [6] asociada a una semi-
discretizacién implicita en un paso de tiempo, que genera un sistema de ecuaciones en derivadas parciales para todo punto de la placa. En
cada paso del tiempo el sistema se reduce a un problema de Helmholtz con condiciones de frontera tipo Robin, y como primer paso a una
posterior discretizacion usando el método de los elementos finitos para aproximar la solucién del problema de conduccién, probamos que
tal formulacién débil es un problema bien planteado para todo el dominio espacial de validez (la placa de metal dafnada).

El articulo est4 organizado de la manera siguiente. Iniciamos la Seccién II con la notacién y algunas desigualdades basicas que em-
plearemos. En la Secci6n 111, presentamos desde el punto de vista matema4tico formal el modelo planteado en [4, 6] y la semi-discretizacién
que hemos propuesto con respecto a la evolucién temporal del fenémeno. Finalmente en la Seccién 1V planteamos la formulacién débil (o
variacional) equivalente al problema espacial asociado con el operador tipo Helmholtz que resulta de la semi-discretizacién temporal del
modelo de conduccién en un paso de tiempo, y su buen planteamiento en términos de: existencia, unicidad y estabilidad de la solucién
débil.

II. NOTACION Y DESIGUALDADES BASICAS

Denotaremos por §2 a todo abierto de R?, d = 2 o d = 3, y su respectiva frontera por 3§1. Usaremos, particularmente para d = 2 en ésta
etapa, el espacio est4ndar de Sobolev (ver [1] o [8])
H™(Q) = {ve L}Q); 8"ve L*(Q), Y|kl <m},
donde |k| = k1 + k2 con (k1,k2) un par de enteros no negarivos (en dimensién dos) y
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es un espacio de Hilbert para la norma

1/2
wlamay = | T o]

0Sk<m

y su dual topolégico se denota por (H™)’. El producto escalar de L?(f2) es denotado por (-,-). Las definiciones de éstos espacios se
extienden de manera directa a vectores, con la misma notacién.

Por otro lado D(f2) denota el espacio de funciones infinitamente diferenciables con soporte compacto en £, D'(§2) denota el espacio
dual de D(2) y D() coincide con C°({1); el producto dual entre D'(R2) y D(R) ser& denotado por (-, -)ps,p. Referimos al lector a Lions
y Magenes [7] para la definici6n de espacios de orden fraccional tales como H®(2) donde & es un nGmero real. En particular, se denota
por H'/2(3Q) al espacio de trazas correspondiente a funciones de H!(f2) restringidas a la frontera Q y por H—1/2(80) su espacio dual:
denotaremos por (-,-) al producto duan entre H=1/2(3Q) y H'/2(8). La traza ¢ es una aplicacién continua de H!(2) sobre H/2(Q) y
existe una constante C tal que

Yv e Hl(ﬂ): "W"hrlﬂ(an) = C'l['-'||ﬂl(n)-

Finalmente, recordaremos la Segunda Desigualdad de Poincaré-Friedrichs: sea I' una parte de 8Q con medida positiva, |[I'| > 0. Entonces
existe una constante p > 0 tal que ; : :
"V"”Lﬁ(g) i ”v”Iﬂ(I‘) 2 P"”“Hl(n)» Vv € H(Q).

III. MODELO COMPLETO

Consideremos un dominio acotado 2 C R? a frontera lipschitziana 852, en el cual est4 inmerso un subdominio regular denotado por B
tal como se ilustra en la siguiente figura

N
0N

Figura 1: Esquema representativo de un dominio perforado.

Entonces, la placa metalica con el dafio puede abstraerse como el dominio perforado 2\ B de frontera 82U+, en donde v denota la frontera
interna. Para éste dominio perforado se propéne el siguiente problema de frontera para la ecuacién de conduccién de calor:

Encontrar u:Q \ B x [0, T] — R* tal que

%(x, t) — kAu(x,t) = f(x,t) en Q\ B x (0,T),
(1)
hu(x,t) + k%(x, t) = g(x,t) sobre 82U~y x (0, T),

u(x, 0) = uo(x) en 2\ B.

En éste modelo, u es el campo escalar de temperatura, k € R* — {0} es el coeficiente de conductividgd térmico, h € R+ — {0} viene
expresado por
h = xaqhaq + Xvhy
con hgn y By los coeficientes de transferencia de calor por conveccién dados constantes respectivamente sobre las fronteras 2 y v , f
es un término fuente dado y g es una funcién dada sobre la frontera 82 U «y. Por otro lado, uo representa la temperatura inicial en el
dominio perforado 2 \ B, considerada también una funcién conocida.
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A. Semidiscretizacién

Bu
Para obtener la semi-discretizacién, proponemos una aproximacién en diferencias finitas a primer orden para el operador F3 basada en
el método implicito de Euler, tipo backward-time (ver [9]). En efecto, sea el problema tipo Cauchy

Para toda x € 2\ B, encontrar una funcién ¢ — u(x,t) € R* tal que -
S
5 IF(U(X,t)',x, t) Vte (tOItO +T)v (2)

u(X,t0) = uo(x),

con F(u(x,t); x,t) = kAu(x,t) + f(x,t) y T € (0, +0c). Suponiendo que u tiene la regularidad necesaria para que el problema de Cauchy
este bien planteado y sea estable con respecto a la condicién inicial ug, entonces para un paso de discretizacién 8¢ > 0 sea tn = tg + nét,
conn =0,1,2,..., Ng, una sucesion de nodos de discretizacién del intervalo [to,to + T'] en subintervalos In = [tn, tn+1]. Aqui, Ng; es el
méaximo entero tal que

1799 <t +T

Ahora, denotaremos por uJ (x), para toda x € 2\ B, a la aproximacién en el nodo t; de la solucién exacta u(x,t,). De manera similar,
para todo x € 2\ B, F7(u?(x), x) es el valor correspondiente de F en el nodo t,. Entonces, en cada paso de tiempo se tiene que

u(x, tn+1) — u(x, tn)
at
de donde, si despreciamos el infinitesimal O(8t), obtenemos que

au™tl(x) = au(x) + F*H ("t (x),x),  wa 20,

= F(u(x.tvﬂ-l); X, tn+l) + O(Jt))

1
con u®(x) = u(x, o) = ug(x) la condicién inicial dada por el problema y a = = De manera especifica, obtenemos el siguiente problema
de frontera elfptico para el tiempo tn+1

Dada u%(x), ¥Yx€Q\B, yVvn >0, encontrar u"*!:Q\ B — R" tal que

au™1(x) — kAutl(x) = f*H(x) + au”(x)  en 92\ B, )
n+1
hunt1(x) + ka‘;n (x) = g™+ (x) sobre 8 U y.

En lo sucesivo consideramos fijo n 2 0 y suprimimos la dependencia de éste para reducir el sistema (3) al siguiente problema:

Dadas f(x), w(x) y 9(x) Vx € Q\ B, encontrar u:Q\ B — R tal que

au(x) — kAu(x) = f(x) + w(x) en 2\ B, )
hu(x) +E 52 () = 90  sobre 00U, )

donde w se utiliza para denotar la aproximacién au™ dada. Este es un problema de Helmholtz a pardmetro a, coeficiente térmico k y
condiciones de frontera tipo Robin.

IV. FORMULACION DEBIL Y BUEN PLANTEAMIENTO

En ésta seccién se plantea una formulacién débil equivalente al problema de Helmholtz (3) y en tal sentido establecemos la existencia,
unicidad y estabilidad de la solucién al problema de conduccién de calor. Al respecto tenemos los siguientes resultados.

4.1 proposition [Formulacién débil equivalente] Sea Q \ B el dominio perforado dado anteriormente a frontera 8Q U vy continua
Lipschitz, f, w € L2(Q\ B), g€ H-1/2(8QU"), k € L(Q\ B), h € L™(8Q2U~) y la constante a > 0. Una formulacién débil equivalente
al problema (4) viene dada por:

{ Encontrar u €H!(Q \ B) tal que 5)
a(u,v) =£(v), Yve H!(@Q\B), °
en donde
a: HY(Q\B)x H}(Q\B) =R
es la forma bilineal dada por
a(y,v) = a / uvdx + / kVu-Vvdx + / huvds
a\8 a\8 MUy
Y £:HY(Q\B)—=R
es el funcional linea! definido por
Lv) = / fvdx + / wvdx + {g,v)-
a\B a\B
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Demostracién. Para plantear la formulacién variacional del problema (4) consideramos que u es una solucién de tal problema con kAu €
L%(Q2\ B). Ahora, multiplicamos ambos lados de la EDP por una funcién v € H*(2\ B) e integramos sobre 2\ B para obtener

a / u(x)v(x) dx — / kAu(x)v(x)dx = / f(x)v(x) dx + / w(x)v(x) dx.
a\B a\8 a\8 a\B
Gracias a que el dominio Q\ B es acotado con frontera continua Lipschitz y u se ha considerado de manera tal que kAu € L2(Q \"B),

entonces para toda v € H(Q \ B) una férmula de Green (ver [8}) es valida par integrar por partes el segundo término de la expresién
anterior y obtener

/ kAu(x)v(x)dx = — / kVu(x) - Vu(x)dx + / k%(x)v(x) ds.
a\8 a\g MUy
Por otro lado, usando la condicién de frontera del problema (4) se obtiene que

/ k%(x)u(x) ds = / 9(x)v(x) ds — / hu(x)v(x) ds,
80Uy 80uy 80Uy
pero como g € H~1/2(8§1 U ~) entonoces
/ g(x)u(x)ds = (9,v), Vwe€H(Q\B)
anuy
y finalmente se tiene la formulaci6én variacional (§) con

a(u,v) = /au(x)v(x)dx+ /kVu(x)‘Vv(x)dx+ /hu(x)v(x)da
a\B a\8 a0y

e = [ st [ wixnx)dx+ (@),
a\B a\B8
respectiva y evidentemente una forma bilineal y un funci6n lineal.

Inversamente, sea u € H!(2\ B) una soluci6n del problema variacional (5). Gracias a que D(2\ B) es denso [7] en H1(Q\ B) se toma
v € D(Q2\ B) como una funcién de prueba en (5) y entonces en el sentido de las distribuciones tenemos que

(aw, V), 0+ (kV4, Vi)pr o — {(f + w),v)p 0 = 0.
Pero, la derivada en el sentido de distribuciones implica que
{(~kAu,v)pr p = (kVu,Vo)p: p, Yo €D\ B),
asf
(au ~ kAu ~ (f + w),v)pr,p =0,
y ya que v € D(2\ B) es arbitraria tenemos entonces que
au— kAu = (f+w) en D'(2\ B).

Ahora, como (f + w) € L2(Q2\ B) tenemos que kAu € L2(Q \ B) y entonces la EDP asociada al operador de Helmholtz se satisface al
menos en casi todas partes sobre el dominio 2\ B.

Para recuperar la condicién en la frontera, multiplicamos la ecuacién que la representa por v € H}(2\ B), integramos sobre Q\ B y
usamos una férmula de Green para integrar por partes. Siendo hu] oauy € L2(3uy) C H- i 2(p92 U 7), tenemos entonces que

du
atwv) = [ (£ +w)(wx)dx -+ (hu+ kgm,v)onun,
a\8
en donde hemos usado {,-)sau, para denotar la distribucién asociada al término de integracion sobre la frontera para (hu + k—).

on

Restando ahora la expresion anterior a la formulacion variacional obtenemos
1 au
v € H'(Q2\ B), (hu+k5l;,'u)enu», =0,

con lo cual se tiene que

hu+kg—u-:g en  H Y280 U~)
n

y concluimos la demostracion.

a

4.2 proposit.ion[Existencia_, unicidad y estabilidad de la solucién débil] Para la formulacién débil dada en la Proposicién (IV), existe
una tnica solucién u € H}(Q \ B). Ademés, existe vna constante Mqn = M () tal que

lull 41\ 5y < MallfllLaavs) + Ilwliczys) + 9l h-1/2¢8au+))-
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Demostracién. La existencia y la unicidad de la solucién débil del problema (5) se tiene de manera inmediata verificando las hipétesis del
Teorema de Lax-Milgram [2, 5]: que la forma bilineal a sea H!(Q \ B)-eliptica, continua sobre H!(2\ B) x H'(Q2\ B) y que el funcional
lineal £ sea continuo sobre H!(Q2\ B).

H(Q\ B)-elipticidad de la forma a:
Lo que queremos probar es la existencia de una constante & > 0 tal que

a(v,v) 2 Gl gy YV EH(Q\B) .

En efecto, por la definicién de a(-, ) y la segunda desigualdad de Poincaré-Friedrichs para toda v € H!(Q2\ B) tenemos que

a(v,v) 2 G(Hvuia(n\g) + H”llf.,l(n\é))

con & = mfn(B, Bp) para 8 = min(a, k, h) y p > 0 la constante de Poincaré-Friedrichs. Ahora, como "”"i?(n\B) > 0 se tiene entonces
que
a(v,v) > allvifi\8)

Continuidad de la forma a sobre H(Q\ B) x H}(Q\ B) :
Queremos probar que a{:, -} es acotada: la existencia de una constante C > 0 tal que

la(w,v)| € Cllullyra\gy vl grngy, Yo, v e HY(Q\ B).
En efecto, por la definicién de a(:, ) y la desigualdad de Cauchy-Schwatrz (ver [3]) se tiene que

la(y,v)| < ')(Ilullu(n\s)||v||L=(n\8) + IVull L2¢a\ 8) V¥l L2(q\ 8)

+ llullL2(aa0y) "”“L"‘(aﬂuq)) )

en donde 1 = méx(a, ||k||Leo(q\8)» ||BllLoo(s83u~))- Ahora, por la teoria de trazas se asegura la existencia de constantes C; y C2 tales que

lullL2(anuqy Il L2 a0y < CrC2llull41(a\8) lvll 71 (a\ &)+ ¥ 8l hacer uso de la desigualdad de Young (ver (3]) y la de norma en H!(Q2\ B)
se obtiene que

a(4,v) < Cllell gy a\a) IVl (0 B)
con C = nullullg1(a\5)lIvll41(a\8) ¥ # = méx(1,C,C?).
Continuidad del funcional ¢ sobre H!(Q2\ B) :

Aquf ademas de verificar que el funcional lineal £ € (H!(Q2\ B))’, ganaremos también la estabilidad de la solucién débil. En efecto, gracias
a la definicién de ¢, la definicién de norma en el espacio dual H—1/2(8QU+) y los resultados de trazas (ver [7]) tenemos:

[e(w)l < /valdX+ /lw"ldx+CSHQHH—lmanu-,)||"||H1(n\5)»
a\B8 a\8

siendo C3 = C3(f1) la constante para la cota de la traza. Ahora, usando la desigualdad de Cauchy-Schwartz sobre los términos integrales
de la expresi6n anterior y el hecho de que [IV]|L2(q\5) < vl 471 (q\ &), entonces

¢!

ol g < fllezgay 8y + lwll L2y 8y + C3llgll g-1/2(8auy)
B

y por definicién de norma dual

el s avgyy < IfllL2ayy + llwllez@y8) + l9liL2(a\8) + Csligll z-1/2(aauy)"

Esto pruba que £ € (H!(Q2\ B)) = L(H'(2),R). En conclusién, por los resultados anteriores, el Teorema de Lax-Milgram garantiza la
existencia de una Gnica solucién débil u € H}(Q\ B).

Ahora, con el resultado de cota para el funcional € y la propiedad de H!(2\ B)-elipticidad de la forma bilineal a tenemos directamente
la estabilidad de la solucién débil. En efecto, haciendo v = u en la formulacién débil tenemos

e(w)] = la(u, )| > allul% i@\ 2)

luego .

£(u)

allull g\ By € ——— et
HHNB) = Yl gan gy

< méx(1, C3(0)) (”f”u(n\g) + ”w”L?(n\B) + "g”H—l/'J(@nU.,)) '

méx(1, C3(Q2)) '

con ésto se tiene que la solucién débel v € H1(Q2\ B) depende continuamente de la data (o es estable) tomando Mg = ]



38

REFERENCIAS

[1] R. A. Adams, Sobolev Spaces, New York: Academic Press, (1975). ”

[2] O. Axelsson and V. A. Barker, Finite Element Solution of Boundary Value Problems. Theory and Computation, Orlando:
Computer Science and Applied Mathematics, Academic Press, (1984).

[3] H. Brezis, Analyse fonctionnelle: Théorie et applications, Collection “Mathématiques Appliquées pour la Mattrise", Paris:
Masson,(1983).

{4] A. Chaves, S. Coutin y F. Just, Simulacién numérica y estudio paramétrico de un método térmico para la deteccién de dafios
en metales y materiales compuestos tipo carbono-carbono, Rev. Int. de Desastres Naturales, Accidentes e Infraestructura
Civil, 4(2), 2002, 141-152.

[5] R. Dautray et J.-L. Lions, Analyse mathématique et calcul numérique pour les sciences et les techniques, Vol. 1, Paris:
Masson, (1987).

6] J.J. Gil, F. A. Just-Agosto, D. Serrano y B. Shafiq, Deteccién de dafios usando transferencia de calor por conduccién, Rev.
Int. de Desastres Naturales, Accidentes e Infraestructura Civil, 3(2), 2004, 129-141.

[7] J. L. Lions ans E. Magenes, Problemes auz Limites non Homogenes et Applications, I, Paris: Dunod, (1968).

[8] J. Netas, Les méthodes directes en théorie des éguations elliptiques, Paris: Masson, (1967).

{9] A. Quarteroni, R. Sacco ans F. Saleri, Numerical Mathematics, New York: Springer, (2000).



