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Conducci6n de Calor en Placas Matalicas Perforadas. 
Parte 1: Modelo y Soluci6n Dl!bil en un Paso de Tiempo 

Wilfreda Angulo + Eligio Colmenares* 

RESUMEN 
• 

Proponemos una formulaci6n dl!bil de un modelo de conducci6n de calor para Ia detecci6n de perforaciones en placas metalicas. Una 
discretizaci6n impHcita en tiempo produce un sistema leneal acoplado de ecuaciones diferenciales parciales. En cada paso de tiempo, el 
sistema se reduce a un problema de Helmholtz con condiciones de frontera tipo Robin y demostramos que su formulaci6n debil equivalente 
es un problema bien planteado. 
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ABSTRACT 

We propose a weak formulation of a heat conduction model for the detection of holes in metallic plates. An implicit discretization in time 
leads to a coupled, linear system of partial differential equations. At each time step, the system reduces to a Helmholtz problem with 
Robin boundary conditions and we show that its equivalent weak formulation is a well-posedness problem. 

Key words: Weak formulation, heat conduction model, well-posedness problem. 

I. INTRODUCCION 

A. Chaves et al. en [4] y J. J. Gil et al. en [6] han planteado un modelo de conducci6n de calor como ml!todo no destructivo para detectar 
daiios en placas de metal. En ambos trabajos se emple6 un programa comercial de elementos finitos para llevar a cabo las simulaciones 
de detecci6n terrnografi.ca correspondiente a perfiles de enfriamiento, pero en ninguno de los casas se realiz6 y analiz6 La discretizaci6n de 
elementos finitos; aun mils, no se especific6 el tipo de elemento finito usado para llevar a cabo Ia apraximaci6n numl!rica. En l!ste sentido, 
un estudio de Ia discretizaci6n y Ia escogencia del elemento finito es importante [2]. Como paso previo, es necesario saber qul! regularidad 
posee Ia data, el dominio de validez del modelo y cual es Ia formulaci6n dl!bil adecuada o variacional equivalente al problema de conducci6n 
exigido por el ml!todo de los elementos finitos. 

En l!ste articulo, proponemos una formulaci6n dl!bil equivalente al problema de conducci6n planteado en [4] y [6] a.sociada a una semi
discretizaci6n impHcita en un paso de tiempo, que genera un sistema de ecuaciones en derivadas parciales para todo punto de Ia placa. En 
cada paso del tiempo el sistema se reduce a un problema de Helmholtz con condiciones de frontera tipo Robin, y como primer paso a una 
posterior discretizaci6n usando el ml!todo de los elementos finitos para apraximar Ia soluci6n del problema de conducci6n, probamos que 
tal formulaci6n dl!bil es un problema bien planteado para todo el dominio espacial de validez (Ia placa de metal daiiada). 

El artfculo esta organizado de Ia manera siguiente. lniciamos Ia Secci6n II con Ia notaci6n y algunas desigualdades bllsicas que em
plearemos. En Ia Secci6n III, presentamos desde el punta de vista matematico formal el modelo planteado en [4, 6] y Ia semi-discretizaci6n 
que hemos propuesto con respecto a Ia evoluci6n temporal del fen6meno. Finalmente en Ia Secci6n IV planteamos Ia formulaci6n debil (o 
variacional) equivalente a! problema espacial a.sociado con el operador tipo Helmholtz que resulta de Ia semi-discretizaci6n temporal del 
modelo de conducci6n en un paso de tiempo, y su buen planteamiento en tl!rminos de: existencia, unicidad y estabilidad de Ia soluci6n 
dl!bil. 

II. NOTACION Y DESIGUALDADES BASICAS 

Denotaremos porn a todo abierto de Rd, d = 2 o d = 3, y su respectiva frontera por 80. Usaremos, particularmente para d = 2 en l!sta 
etapa, el espacio estandar de Sobolev (ver [1] o [8]) 

Hm(n) = {v E L2(0); okv E L2(0), 'v'lkl � m}, 
donde lkl = k1 + k2 con (k1, k2) un par de enteros no negarivos (en dimension dos) y 

Tal espacio esta dotado con La seminorma 
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es un espacio de Hilbert para Ia norma 

llviiHm(O) = [ L lvl�k(n)] 112 

o:s;k:s;m 
y su dual topol6gico se denota por (Hm)'. El producto escalar de L2(n) es denotado por (·, ·). Las definiciones de �os espacios se 
extienden de manera directa a vectores, con Ia misma notaci6n. 

Por otro !ado 'D(n) denota el espacio de funciones infinitamente diferenciables con soporte compacta en n, 'D'(n) denota el espacio 
dual de 'D(n) y 'D(!'l) coincide con C""(!'l); el producto dual entre 'D'(n) y 'D(n) sera denotado por (·, ·h,, V· Referimos al lector a Lions 
y Magenes [7) para Ia definici6n de espacios de orden fraccional tales como H•(n) donde s es un numero

' 
real. En particular, se denota 

por H112(80) al espacio de trazas correspondiente a funciones de H1(n) restringidas a Ia frontera 80 y por H-112(80) su espacio dual: 
denotaremos por (-, ·) al producto duan entre H-112(80) y H112(an). La traza e es una aplicaci6n continua de H1(n) sobre Hl/2(n) y 
existe una constante C tal que 

Finalmente, recordaremos Ia Segunda Desigualdad de Poincar�Friedrichs: sear una parte de 80 con medida positiva, Jrl > 0. Entonces 
existe una constante p > 0 tal que 

Vv E H1(n). 

III. MODELO COMPLETO 

Consideremos un dominic acotado n C R2 a frontera lipschitziana an, en el cual esta inmerso un subdominio regular denotado por B 
tal como se ilustra en Ia siguiente figura 

0 I 

Figura 1: Esquema representativo de un dominio perforado. 

Entonces, Ia placa metalica con el daiio puede abstraerse como el dominic perforado n \ B de frontera 80 U'"(, en donde '"f denota Ia frontera 
interna. Para l!ste dominic perforado se prop6ne el siguiente problema de frontera para Ia ecuaci6n de conducci6n de calor: 

[ 
Encontrar u :n \ B X [0, T] - IR+ tal que 

:: (x, t) - k:(x, t) = f(x, t) en n \ lJ x (0, T), 

hu(x, t) + k Bn (x, t) = g(x, t) sobre 80 U '"( X (0, T), 

u(x, 0) = uo(x) en n \ lJ. 

(1) 

En �te modelo, u es el campo escalar de temperatura, k E R+- {0} es el coeficiente de conductividfd t6rmico, h E R+ - {0} viene 
expresado por 

h = xoohoo + x..,h-, 
con hoo y h-, los coeficientes de tran.sferencia de calor por convecci6n dados constantes respectivamente sobre las fronteras an y 'Y ' f 
es un t�rmino fuente dado y g es una funci6n dada sobre Ia frontera an U '"f· Por otro !ado, uo representa Ia temperatura inicial en el 
dominic perforado n \ B, considerada tambi�n una funci6n conocida. 
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A. Semidiscretizaci6n 

&u 
Para obtener La semi-discretizaci6n, proponemos una aproximaci6n en diferencias finitas a primer orden para el operador 8t basada en 

el m�todo impl(cito de EuleT, tipo backward-time (ver [9)). En efecto, sea el problema tipo Cauchy { Para todo: x E 0\ lJ, encontrar una funci6n t >-+ u(x, t) E R+ tal que 

&t = F(u(x, t); x, t) Vt E (to, to+ T), 

u(x, to) - uo(x), 

(2) 

con F(u(x, t); x, t) = kt..u(x, t) + f(x, t) y T E (0, +oo). Suponiendo que u tiene La regularidad necesaria para que el problema de Cauchy 
este bien planteado y sea estable con respecto a La condici6n inicial uo, entonces para un paso de discretizaci6n 6t > 0 sea tn = to + n6t, 
con n = 0, 1, 2, . . . , N6t• una sucesi6n de nodos de discretizaci6n del intervale [to, to+ T] en subintervalos In = [t.,, tn+ll· Aqu!, N6t es el 
maximo entero tal que 

tN,. �to +T. 
Ahora, denotaremos por u' (x), para toda x E 0 \ iJ, a La aproximaci6n en el nodo tj de La soluci6n exacta u(x, t, ). De man era similar, 
para todo x E 0\ B, F'(uJ (x), x) es el valor correspondiente de Fen el nodo t,. Entonces, en cada paso de tiempo se tiene que 

u(x,tn+l) -u(x,tn) 
ot 

= F(u(x, tn+l); x, fn+l) + 0(6t), 

de donde, si despreciamos el infinitesimal O(ot), obtenemos que 

au"+l (x) = au"(x) + F"+1(u"+1 (x), x), 'v'n?: 0, 
1 

con u0(x) = u(x, to)= uo(x) Ia condici6n inicial dada por el problema y a= 6t" De manera especifica, obtenemos el siguiente problema 

de frontera el!ptico para el tiempo tn+l { Dada u0(x), Vx E 0\ lJ, y Vn?: 0, encontrar u"+l : 0\ lJ-+ R+ tal que 

au"+l(x)-kt..u"+l(x) = r-+ 1(x) + ou"(x) en n \ tJ, 
&u"+l 

hu"+1(x) +k-- (x) = g"1"1(x) sobre anu-y. 
on 

En lo sucesivo consideramos fijo n ?: 0 y suprimimos Ia dependencia de 6ste para reducir el sistema (3) a! siguiente problema: { Dadas f(x), w(x ) y g(x) Vx E 0\ iJ, encontrar u :
_
0 \ iJ-+ R+ tal que 

ou(x) -kt.u(x) = /(x) + w(x) en 0 \ B, 
&u 

�-�h_ u(x) + k &n (x) = g(x) sob_re_ OO_u
_
-y_,_,,'-

---

(3) 

(4) 

donde w se utiliza para denotar Ia aproximaci6n au" dada. Este es un problema de Helmholtz a parAmetro a, coefi.ciente t�rm.ico k y 
condiciones de frontera tipo Robin. 

IV. FORMULACION DltBIL Y BUEN PLANTEAMIENTO 

En 6sta secci6n se plantea una fonnulaci6n �bil equivalente a! problema de Helmholtz (3) y en tal sentido establecemos Ia existencia, 
unicidad y estabilidad de Ia soluci6n a! problema de conducci6n de calor. AI respecto tenemos los siguientes resultados. 

4.1 p r o p osition [Formulaci6n dllbil equivalente) Sea 0 \ tJ el dominic perforado dado anteriormente a frontera 80 U 'Y continua 
Lipschitz, J, wE L2(0 \ lJ), g E n-112(80 U-y), k E L00(0 \B), hE L00(80U-y) y La constante a >  0. Una formulaci6n dflbil equivalente 
a! problema (4) viene dada por: 

en donde 

es la forma bilineal dada por 

y 

es el funcional lineal definido por 

{ Encontrar u EH1(0 \B) tal que 

a(u,v) l(v), Vv E H1(80 \B), 

a(u,v)=a J uvdx+ j kVu·Vvdx+ j huvds 
0\1! 0\1! 80u-, 

l(v) = j fvdx + j wvdx + {g,v). 
0\S 0\S 

(5) 
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Demostraci6n. Para plantea.r Ia formulaci6n variacional del problema (4) consideramos queues una soluci6n de tal problema con k.O.u E 
L2(0 \B). Ahora, multiplicamos ambos lados de Ia EDP por una funci6n v E H1 (0 \ lJ) e integramos sobre 0 \ lJ para obtener 

a j u(x)v(x) dx- j k.O.u(x)v(x) dx = j f(x)v(x) dx + j w(x)v(x) dx. 
0\11 0\11 0\11 0\11 

Gracias a que el domiruo 0 \ B es acotado con frontera continua Lipschitz y u se ha considerado de manera tal que k.O.u E L2(0 \•B), 
entonces para toda v E H1(0 \B) una f6rmula de Green (ver [8)) es valida par integrar por partes el segundo t&mino de Ia expresi6n 
anterior y obtener 

j k.O.u(x)v(x) dx = - j k'Vu(x) · 'Vv(x) dx + j k::: (x)v(x) ds. 
0\11 0\.8 80u-y 

Por otro !ado, usando Ia condici6n de frontera del problema (4) se obtiene que 

j k:: (x)v(x) ds = j g(x)v(x) ds - j hu(x)v(x) ds, 
80u-y 80u-y 80u-y 

pero como g E H-112(&0 U"f) entonces 

j g(x)v(x) ds = (g, v), 
80U'J 

y finalmente se tiene la formulaci6n variacional (5) con 

y 

a(u, v) = J au(x)v(x) dx + J k'Vu(x) · 'Vv(x) dx + j hu(x)v(x) d1 
0\11 0\.8 80U'J 

l(v) = J f(x)v(x) dx + J w(x)v(x) dx + (g, v), 
0\11 0\11 

respectiva y evidentemente una forma bilineal y un funci6n lineal. 
Inversamente, sea u E H1 (0 \B) una soluci6n del problema variacional (5). Gracias a que V(O \ lJ) es denso [7) en H1 (0 \B) se toma 

v E V(O \ lJ) como una funci6n de prueba en (5) y entonces en el sentido de las distribuciones tenemos que 

(au,v}v',V + (k'Vu, 'Vv}v',V- ((! +w),v}v',V = 0. 

Pero, Ia derivada en el sentido de distribuciones implica que 

(-k.O.u,v}v',V = (k'Vu, 'Vv)v',V• Vv E 'D(O\B), 

as! 
(au- k.O.u- (! + w), v}v' ,v = 0, 

y ya que v E V(O \ B) es arbitra.ria tenemos entonces que 

au- k.O.u = (! + w) en V'(O \B). 

Ahora, como (! + w) E L2(0 \ lJ) tenemos que k.O.u E L2(0 \ lJ) y entonces Ia EDP asociada al operador de Helmholtz se satisface al 
menos en casi todas partes sobre el dominio 0 \ lJ. 

Para recuperar Ia condici6n en Ia frontera, multiplicamos Ia ecuaci6n que Ia represent& por v E H1(0 \ 13), integramos sobre 0\ lJ y 
usamos una f6rmula de Green para integra.r por partes. Siendo hul80u-y E L2(&n U 'Y) C H-112(&0 U "f), tenemos entonces que 

a(u, v) = j (! + w)(x)v(x) dx + (hu + k:::, v}oou'�' 
0\11 

Ou 
en donde hemos usado (-, ·)Bou-y para denota.r Ia distribuci6n asociada al tffi-mino de integraci6n sobre Ia frontera para (hu + k 

on). 
Restando ahara Ia expresi6n anterior a. Ia. formulaci6n varia.cional obtenemos 

con lo cual se tiene que 

y concluimos Ia. demostraci6n. 

au 
hu+k- =g on 

au 
(hu + k 

on
' 11}8ou,. = 0, 

en 

0 

4.2 proposition[Existencia, unicidad y estabilidad de Ia soluci6n debit) Para. Ia. formulaci6n debit dada. en Ia Proposici6n (IV), existe 
una (mica. soluci6n u E H1(0 \B). Ademas, existe l'na constante Mo = M(O) tal que 

lluiiHI(0\.9) S Mo(II/IIL2(0\11) + llwiiL2(0\11) + IIDIIH-I/2(80u-y)). 
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Demostrac16n. La existencia y Ia unicidad de Ia soluci6n debil del problema (5) se tiene de manera inmediata verificando las hip6tesis del 
Teorema de Lax-Mil gram [2, 5]: que Ia forma bilinea.l a sea H1(0 \ B)-elfptica, continua sobre H1(0 \B) x H1 (0 \B) y que el funcional 
lineall sea continuo sobre H1 (0 \ B). 

H1(0 \ B)-ellpticidad de Ia forma a: 
Lo que queremos probar es Ia ex1stenc•a de una constante a > 0 tal que 

a(v, v) � allvii�1(0\B)' "111 E H1(0 \B). • 

En efecto, porIa definici6n de a(·,·) y Ia segunda desigualdad de Poincare-Friedrichs para toda v E H1(0 \B) tenemos que 

a(v, v) � a( llvlli•(o\S) + llvll�'(n\S)) 
con a= mfn(P, fJp) para fJ = mfn(a, k, h) y p > 0 Ia constante de Poincare-Friedrichs. Ahora, como llvlli2(0\B) � 0 se tiene entonces 
que 

a(v, v) � allvii�•(0\.9)" 

Continuidad de Ia forma a sabre H1 (0 \B) x H 1 (0 \ ll) : 
Queremos probar que a(·,·) es acotada: Ia existencia de una constante C > 0 tal que 

la(u,v)l � Cllulln•(n\B)IIIIIIn•(O\B)• Vu, v E H1(0 \B). 

En efecto, porIa definici6n de a(·,·) y Ia desigualdad de Cauchy-Schwa.rz (ver [3]) se tiene que 

la(u, v)l � 'l( lluiiL•(n\B)IIIIIIL•(O\B) + IIV'uiiL•(O\B)IIV'IIIIL•(O\B) 

+ lluiiL2(80u-,)llviiL•(Bnu-,)) , 

en donde T) = max( a, llkiiL""(0\.9)• lihiiL""(Bnu-y))· Ahora, porIa teorla de tra.zas se asegura Ia existencia de constantes C1 y C2 tales que 
lluiiL•(anu-,)llviiL•(Bnu-,) � CIC2IIulln•(O\B)IIvlln•(0\.9)• y al hacer uso de Ia desigualdad de Young (ver (3]) y Ia de norma en H1(0\B) 
se obtiene que 

a(u,v) � Cllulln•(O\B)Iilllln•(n\S) 
con C = 'l�llulln•(O\S)IIvllnt(O\B) y � = max(l, CtC2)· 

Continuidad del funcional l sabre H1 (0 \B) : 
Aquf ademas de verificar que el funcionallinea.ll E (H1 (0 \B))', ganaremos tam bien Ia estabilidad de Ia soluci6n debil. En efecto, gracias 
a la definici6n del, la definici6n de norma en el espacio dual H-112(&0 U "!) y los resultados de tra.zas (ver [7)) tenemos: 

ll(v)l � I lfvldx+ I IW111dx+C3II9n-•t•(Bnu-,)llvlln•(o\B)• 
0\S 0\B 

siendo C3 = C3(0) Ia constante para Ia cota. de Ia tra.za. Ahora, usando Ia desigualdad de Cauchy-Schwartz sobre los terminos integrales 
de Ia expresi6n anterior y el hecho de que llviiL•(O\S) � llllllnt(0\.9)• entonces 

ll(ll)l 
II II 

� llfiiL•(O\B) + llwii£2(0\B) + C3ll9lln-•I•(Bnu-y) 
II Hl(0\.9) 

y por definici6n de norma dual 

lllll(nl(O\B))' � llfiiL•(o\.9) + llwiiL•(O\S) + IIUIIL•(0\.9) + C3ll911n-tt•(aou-y)• 

Esto pruba que l E (H1(0 \B))' = .C(H1(0), R). En conclusi6n, por los resultados anteriores, el Thorema de Lax-Milgram garantiza. Ia 
existencia de una (mica soluci6n debil u E H1(0 \B). 

Ahora, con el resultado de cota para el funcionall y Ia propiedad de H1(0 \ B)-elfpticidad de Ia forma bilineal a tenemos directamente 
Ia estabilidad de Ia soluci6n debil. En efecto, haciendo 11 = u en Ia formulaci6n debil tenemos 

luego 

ll(u)i = la(u,u)i � allull�l(O\B)' 

alluiiHl(O\B) � 
II ll

l(u) 
� max(l, C3(0)) (n!IIL•(O\B) + llwiiL•(O\B) + l911n-1/2(Bnu-,)) I 

u H'(O\B) 

con l!sto se tiene que Ia soluci6n debe! u E H1(0\B) depende continuamente de Ia data (o es estable) tomando Mo- mix(l,_C3(0)) . 0 
a 
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