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Resumen

La funcién de luminosidad de cudsares mide el nimero de cudsares que
existen por megaparsec ciibico por unidad de magnitud absoluta. Es una
de las herramientas mas importantes para estudiar la poblacién de galaxias
de nticleo activo y su evolucion a lo largo del tiempo. Nuestra investigacion
pretende estimar esta funcion bajo un enfoque probabilistico. Mediante un
proceso de Poisson no homogéneo bidimensional modelamos la intensidad
de cuésares observados en un espacio de magnitud absoluta por corrimien-
to al rojo. Se desarrollan una serie de modelos flexibles para la funcién
de luminosidad que son estimados por el método de maxima verosimilitud
y seleccionados mediante el criterio de informacién bayesiano (BIC). Un
analisis de residuos es efectuado con el objetivo de estudiar la bondad del
ajuste del mejor modelo, del cual a su vez se obtiene la funcién de lumino-
sidad buscada.
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QUASAR LUMINOSITY FUNCTION: A POINT PROCESSES
APPROACH
Abstract

The quasar luminosity function measures the number of quasars per cu-
bic megaparsec and absolute magnitude. It is one of the most important
tools for studying the active galactic nucleus population and how they ha-
ve evolved in time. Our investigation estimates this function through a
probabilistic approach. We model the observed density of quasars using a
bidimensional non-homogeneous Poisson process in the space of absolute
magnitude times redshift. A series of adjustable parametrized models are
tested and we use maximum likelihood and the Bayesian Information Cri-
teria (BIC) to select the best model, from which the corresponding quasar
luminosity function is obtained. Finally a residual analysis is made to study
the goodness of fit.

Keywords: Point process, active galactic nucleus, non-homogeneus Pois-
SON process.

INTRODUCCION

Los cuésares son objetos celestes que se caracterizan principal-
mente por estar muy alejados de la Tierra y tener magnitudes ab-
solutas muy altas, siendo los objetos mas luminosos conocidos por
la humanidad. En el ano 1960, un grupo de cientificos identificé lo
que parecia una estrella azul débil en la ubicacion de la fuente de ra-
dio 3C 48 y al obtener su espectro notaron que este poseia lineas de
emisién desconocidas lo que era bastante inusual. El misterio perma-
neci6 hasta que en 1962, se descubrié un objeto similar identificado
con la fuente de radio 3C 273. Poco tiempo después los astronomos
se dieron cuenta que las fuertes lineas de emision eran simplemente
lineas espectrales conocidas pero corridas al rojo por una cantidad
desconocida hasta el momento. 3C 48 presenté un corrimiento al rojo
igual a 0,37, y 3C 273 mostrd sélo 0,16. Este alto corrimiento al rojo
indica que estos objetos se alejan de la Tierra a una gran velocidad,
por lo que ninguno de estos objetos puede pertenecer a la Via Léctea.
Aplicando la ley de Hubble obtenemos distancias de 1540 Mpc para
3C 48 y alrededor de 700 Mpc para 3C 273. Aunque su aspecto en el
cielo era puntual como el de una estrella, dada su lejania y lumino-
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sidad, estos objetos no podian ser estrellas, asi que se denominaron
Quasi Stelar Object o QSO. Posteriores observaciones revelaron que
algunos QSOs eran poderosas fuentes de radio y en dichos casos se
utilizé el nombre quasar o cuasar, por Quasi Stelar Radio Source.
Todas las ideas y conceptos de astronomia pueden consultarse en
Freedman y Kaufmann (2007).

La importancia de estudiar los cudsares esta en que al estar tan
alejados de la Tierra proporcionan informacién relevante acerca de
la evolucién en la cantidad de energia y materia en el Universo tem-
prano. El objeto principal con el que se trabaja es la Funcion de
Luminosidad de Cudsares (FLC), esta funcién mide el nimero de
Cuaésares que existen por megaparsec cibico por unidad de magnitud
absoluta (Hugeback, 2007). Mientras tengamos mayor cantidad de
cudsares acumulados en un punto, significa que tenemos mayor can-
tidad de energia en dicho punto, esto es una pieza clave para entender
el comportamiento de la energfa en el Universo (Yu y Tremaine, 2002).

El objetivo de este articulo es estimar la FLC a través de procesos
puntuales de Poisson donde se propone un modelo probabilistico para
dicha estimacién. Utilizando observaciones de cudsares proporciona-
das por el Sloan Digital Sky Survey (York y cols., 2000). Se estima la
densidad observada de cudsares como un proceso de Poisson en dos
dimensiones, el espacio de magnitud absoluta M y el corrimiento al
rojo z. Se siguen principalmente las ideas de Hugeback (2007) para
proponer un modelo de Poisson y las ideas de Richards y cols. (2006)
para la parte astronémica.

En la secciéon de desarrollo se explica la naturaleza de los datos
y las transformaciones que debemos hacerles antes de trabajarlos. Se
muestra un resumen de los aspectos astronémicos relevantes como la
cosmologia, las correcciones por extincién estelar y las probabilidades
observacionales que seran incorporadas al modelo. Se presenta la no-
cién de probabilidades observacionales. Posteriormente se encuentran
los conceptos basicos necesarios para abordar el tema. Seguidamente
se proponen dos modelos basados en los procesos puntuales de Pois-
son. En el primero se divide el espacio en una reticula. Suponemos
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homogeneidad para cada subespacio de la reticula, a este modelo lo
llamamos modelo de referencia. El segundo modelo que se propone no
supone homogeneidad, lo llamaremos modelo flexible. A continuacién
se presentan las estimaciones de ambos modelos y un estudio de los
resultados mostrando graficamente el niimero esperado de cudsares
bajo nuestro modelo y el ntimero de cudsares presentes en la mues-
tra, para culminar esta seccion se hace un analisis de los residuos de
desviacién junto con las fallas observadas en los mismos. Finalmente
se presentan las conclusiones.

DESARROLLO

Datos utilizados

Para nuestra investigacion se utilizaron los datos del Sloan Digital
Sky Survey (SDSS, Data Release III), que consisten en una muestra
de 15343 cuésares seleccionados a través de una serie de algoritmos
que minimizan la contaminacién por fuentes galacticas o extragalacti-
cas (Richards y cols., 2002). Estas observaciones incluyen la posicién
del cudsar en el cielo, y lo que es de interés para nuestro estudio,
la magnitud absoluta y el corrimiento al rojo de cada uno de estos
cuasares (York y cols., 2000). Los datos estan disponibles de manera
gratuita en la pagina oficial del proyecto SDSS.

En la figura 1 puede apreciarse la distribucién de los datos en
dos variables observadas de los mismos, estos datos no estan repar-
tidos de manera homogénea, analizando la figura de la izquierda, se
aprecia una fuerte concentracién entre las magnitudes 18 y 19 con un
corrimiento al rojo entre 1 y 2. Para una magnitud aparente mayor
m > 19 esta concentraciéon desaparece y deja un gran recuadro en
blanco. Este comportamiento es debido a un cambio de filtro en el
método en que los cudsares son encontrados. También es notable un
leve vacio para corrimientos al rojo de z = 2,75 y z = 3,5 aproxima-
damente, que se debe a que el color de los cudsares en estas zonas
hace que el algoritmo de seleccién los confunda con estrellas y por
lo tanto no los tome en cuenta, consideracion que se estudia en la
siguiente seccién.
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Figura 1: Izquierda, magnitud aparente versus corrimiento al rojo.
Derecha, magnitud absoluta versus corrimiento al rojo.

Aspectos astronémicos

Trabajaremos con una cosmologia A.g, con £, = 0,3; Qz = 0,7;
Hy = 70km/s/Mpc, ademas el médulo de distancia esta dado por
M =m —5log(Dr) — 25 — K(z) donde Dy, es la distancia luminosa
y K(z) es la K-correccién. Una grifica para el médulo de distancia
puede verse en la figura 2, calculada a partir de (Hogg, 1999). Por
otro lado (Hogg, Baldry, Blanton, y Eisenstein, 2002) presenta una
descripcién detallada de la funcién de K-correccién, su gréafica puede
verse en la figura 2, que debe ser incluida para cuantificar el efecto
del estiramiento que sufren los espectros por el corrimiento al rojo
cosmolégico en la luminosidad observada del objeto.

Por 1ltimo, calculamos la densidad de cudsares por unidad de
volumen fisico a partir del corrimiento al rojo z, siguiendo a (Hogg,
1999) para calcular dV/(dzdS?), ilustrado en el panel derecho de la
figura 2. Esta funcién que llamaremos v(z) se calcula a partir del
diferencial de volumen, segiin la transformacion

2
dv = - Dy d=d? = y(2)dz (1)

Ho (14 202, /5, i (1 + 2300

Publicaciones en Ciencias y Tecnologia. Vol 9, N°2, Jul-Dic 2015, pp.105-122 109



FUNCION DE LUMINOSIDAD DE CUASARES
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Figura 2: De izquierda a derecha: Mddulo de distancia, K-correccién,
diferencial de volumen.

donde en (1) ¢ es la velocidad de la luz en el vacio y Dy, es la
distancia luminosa. Suponiendo un universo plano, podemos escribir
a Dy como en (2)

Dy,

(2)

1+z /
V2 Quo(1 + 2)300+e)

Probabilidades observacionales

No todos los cudsares pueden ser detectados en un catalogo, mu-
chos seran confundidos con estrellas por su color y por lo tanto el
algoritmo de seleccién no los tomara en cuenta. Es por esto que ne-
cesitamos saber la probabilidad de que un cuasar sea escogido en
nuestra muestra. Esta probabilidad depende del corrimiento al rojo
del cudsar, que afecta su color, y de la magnitud absoluta, que afecta
su brillo aparente segin su distancia. Denotaremos esta probabili-
dad observacional como v (z, M). Luego si 1(z, M) = 1 indica que
esperamos detectar en el SDSS todos los cudsares que estén a un co-
rrimiento al rojo z y una magnitud absoluta M. Estas probabilidades
estan dadas por Richards y cols. (2006).

En la figura 3 podemos observar una gréafica de estas probabilida-

des. Para un corrimiento al rojo z = 2,75 y z = 3,5 la probabilidad de
identificar cudsares en nuestra muestra disminuye considerablemente,
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lo que concuerda con los datos observados en la figura 1, donde hay
un pequeno vacio para estos corrimientos al rojo.
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Figura 3: Probabilidades observacionales.

Preliminares matematicos

Necesitamos algunos conceptos acerca de los procesos estocdsti-
cos, en particular las definiciones de procesos de conteo, procesos de
espaciales de Poisson, homogéneos y no homogéneos. Los cuales se
definen a continuacién. La teoria subyacente puede estudiarse a de-
talle en Ross (2006) y Grimmett y Stirzaker (2001).

Un proceso estocastico {N(t),t > 0} es llamado proceso de con-
teo si N(t) representa el nimero total de eventos que ocurren hasta
el tiempo ¢ (Ross, 2006).

Proceso de Poisson

El proceso de conteo {N(t),t > 0} se dice que es un proceso de

Poisson (Ross, 2006), con tasa constante A > 0 o que es homogéneo
cuando:
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1. N(0) =0.
2. El proceso tiene incrementos independientes.

3. El nidmero de eventos en cualquier intervalo de la forma (s, s+t)
tiene una funcion de distribucién de Poisson con tasa At. Esto
es, para todo s,t > 0

P{N(t+8)—N(s):n}:e_)‘t()\t)n , n=0,1,...

El punto 3 de esta definiciéon implica que el proceso de Poisson tiene
incrementos estacionarios y que E(N(t)) = At.

Proceso espacial de Poisson

El proceso espacial de Poisson (Grimmett y Stirzaker, 2001) o
SPP (por sus siglas en inglés, Spatial Poisson Process) es una genera-
lizacién multidimensional del proceso de Poisson visto en la seccién
anterior, el cual fue descrito como un proceso de conteo donde el
numero de puntos en intervalos disjuntos es independiente y siguen
una distribucion de Poisson. De manera similar, puede pensarse en
puntos dispersados de forma aleatoria sobre un espacio d—dimensional
y al Proceso Espacial de Poisson como un proceso de conteo del ntime-
ro de puntos en dicho espacio. Este proceso también es llamado Pro-
ceso Puntual de Poisson o PPP.

Proceso espacial de Poisson homogéneo

El conjunto aleatorio numerable IT de R? es llamado proceso
espacial de Poisson homogéneo (Grimmett y Stirzaker, 2001),

con intensidad constante )\, si para todo A € B¢, la variable aleatoria
N (A) satisface:

1. N(A) tiene una distribucién de Poisson con parametro A|A|,
i.e., la probabilidad de obtener n eventos en la region A esta
dada por

P{N(A):n}:e_)‘m% n=0,1,2,...
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2. Si Ay, Ay, ..., A, son conjuntos disjuntos de B, entonces N (A;),
N(A3),...,N(A,) son variables aleatorias independientes.

La definicion anterior utiliza como medida de referencia la medida
de Lebesgue en R%, en el sentido de que el volumen de A es su volu-
men euclidiano, se puede tener una definicién del proceso de Poisson
con otras medidas, ademds de la de Lebesgue.

Cuando se anade la posibilidad de que la funcién de intensidad
no sea constante, estos procesos son llamados no homogéneos. En
este caso, se reemplaza el elemento euclidiano A dx con el elemento

A(x)dx y A(A) viene dado por

A(A):/A)\(x)dx, A e Bl

Proceso espacial de Poisson no homogéneo

Sean d > 1y A : R — R una funcién medible no negativa tal que
A(A) < oo para todo conjunto A acotado. El subconjunto aleatorio
numerable X de R? es llamado proceso espacial de Poisson no
homogéneo (Grimmett y Stirzaker, 2001), con funcién de intensidad
A, si para todo A € BY, la variable aleatoria N(A) satisface:

1. N(A) tiene una distribucién de Poisson con pardmetro A(A).

2. Si Ay, Ay, ..., A, son conjuntos disjuntos de B, entonces N (A;),
N(A3),...,N(A,) son variables aleatorias independientes.

La funcién A(A), A € B? es llamada la medida media del proceso
X.

Modelos

Se modela la densidad observada de cudsares como un proceso
de Poisson en el espacio de magnitud absoluta M y corrimiento al
rojo z con intensidad no-homogénea A(M, z) medida en cantidad de
cudsares observados por Mpc? por unidades de magnitud (Hugeback,
2007).
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Sea ®(M, z;0) una forma funcional genérica para describir la fun-
ciéon de luminosidad de cudsares idealizada con un modelo parame-
trizado por @, esta funcién indica el nimero de cudsares que existen
por unidad de volumen y unidad de magnitud absoluta en el univer-
so. Sea 1y (M, z) la probabilidad de observar e identificar un cudsar
con magnitud absoluta M a un corrimiento al rojo z, donde el sub-
indice M es usado para indicar que esta es la funcion transformada
que toma magnitudes absolutas como su primer argumento en lugar
de la magnitud aparente. Si asumimos que v es conocida, el modelo
resultante para la cantidad de cuasares observados es un proceso de
Poisson con intensidad

)\Q(M, Z) = q)g(M, Z)¢M(M, Z).

Sea A = / A(s)ds la integral del proceso de Poisson con tasa A(s)

sobre la regién de soporte R. Sea X la muestra observada de cudsares
de tamano n. La verosimilitud estda dada por:

—A N

e
L(0) = — 1_I1 Aw;),
con log-verosimilitud,

1) = — /R A()ds + 3 In(A(w)) — In(nt). (3)
=1

Modelo homogéneo

A modo de entender un poco mejor los datos, se supondré que los
cudsares siguen un proceso de Poisson con tasa constante sobre cada
cuadro de la rejilla S, y que la intensidad en cada cuadro de la rejilla
es independiente de todos los otros cuadros, esto es,

(M, z) = p.
Para un cuadro S de la rejilla dado, sea y la intensidad (constante)
de Poisson. Los estimados por maxima verosimilitud para cada cuadro

de la rejilla S esta dado por:
n

= I oy oar (M, 2)7(z) dMdz

(4)
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Modelo flexible

Hugeback (2007) propone una parametrizacién flexible de la for-
ma funcional idealizada de la funcién de luminosidad de cuasares, con
un modelo parametrizado 6 = (u, «, ) dado por:

Donde,

fi(M Zaz (M — My)', f2(2; 8) = Z/B] Ty
i=1 ) (5)
(=) = logg <L> .

14 2

Note que en esta forma funcional los términos para el corrimiento
al rojo y la magnitud absoluta son separables. La expresién ((z) tiene
una interpretacion cientifica relacionada con la evolucion, la cual es
descrita en (Wolf y cols., 2003). Siguiendo el trabajo de Richards y
cols. (2006), utilizamos My = —26 y 29 = 2,45. La flexibilidad de A y
B en los limites de la sumatoria en f; y fo permiten la introduccién
de exponentes tan altos como lo permitan los datos.

Resultados

La estimacién de los modelos propuestos permite obtener una
aproximacion de la FLC, esto es, nos permite entender como se com-
porta la Magnitud Absoluta con respecto al corrimiento al rojo. Va-
lores méas elevados de la intensidad indican mayor concentracion de
cudsares. A continuacion se presentan las estimaciones de los dos mo-
delos propuestos.

Modelo homogéneo

La integral en la ecuacién (4) es aproximada por integracién
numérica y un mapa de niveles de los estimados de A obtenidos pue-
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Magnitud absoluta

1 2 3 4
Corrimiento alrojo

Figura 4: Primer modelo de referencia. Intensidad de Poisson con tasa
constante en cada cuadro de la rejilla.

den observarse en la figura 4. La resolucién de la rejilla es 0,05 para el
corrimiento al rojo, y 0,1 para la magnitud absoluta. Note que, por la
variacion de tonos en la figura, hay un comportamiento atipico alre-
dedor del corrimiento al rojo z = 2,75. Sin embargo estos cambios no
son significativos, ya que ocurren debido a una falta de especificacion
en la funcién de las probabilidades observacionales en estas regiones,
y no por un cambio fisico en la cantidad de cuasares.

Modelo flexible

De los 36 modelos ajustados se presentan los 5 primeros modelos
ordenados segin el BIC de menor a mayor en el cuadro 1.

La funcién de luminosidad de los cuasares correspondientes al mo-

delo (2,4) se puede apreciar en la figura 5, los pardmetros obtenidos
para este modelo son:

116 Publicaciones en Ciencias y Tecnologia. Vol 9, N°2, Jul-Dic 2015, pp.105-122



Gonzélez, R.; Monsalve, A. y Vieira, K.

| e

-28

Magnitud Absoluta
-26

-24

-22

1 g 3 4
Corrimiento al Rojo

Figura 5: Funcién de luminosidad de cuésares

fi=-605 &= (075-0,01) B=(0,0076,—21,27,2,51,61,021)

Se pueden hacer algunas conclusiones a partir de la figura 5. Para
corrimientos al rojo entre 2 y 3, la grafica muestra mayor intensidad
que para otros corrimientos al rojo, esto indica que en esta etapa el
universo poseia un mayor nimero de cudsares brillantes. Esto sugiere
que en el universo temprano (z>6) los cudsares eran menos nume-
rosos y menos brillantes, luego dado el combustible existente en el
universo su poblacién comenzé a aumentar en nimero y luminosi-
dad hasta alcanzar su maximo un corrimiento al rojo entre 2 y 3. De
z = 2 hacia el presente (0 < z < 2) la cantidad de cudsares empieza
a disminuir considerablemente.
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Cuadro 1: Modelos seleccionados

1(x) BIC
-250 738.22 501 543.67
-250 729.25 501 544.93
-250 734.53 501 545.88
-250 725.38 501 546.79
-250 730.76 501 547.95

W W NN N
[S2 3N NG S N N N v}

Valor esperado vs. observado

Podemos calcular el niimero esperado de cudsares observados para
una rejilla a lo largo del espacio de magnitud absoluta y corrimiento
al rojo, y compararlo con el nimero de datos obtenidos para esta
rejilla. Esta comparacion se realiza en la figura 6. Puede observarse
de la figura 6 la similitud entre el nimero de datos esperados por el
modelo obtenido (izquierda), y el niimero de datos observados (dere-
cha), esto indica que nuestro modelo esté calculando correctamente la
intensidad de cudsares. Este valor esperado no es mas que resolver la

integral A = /)\(s)ds para distintas regiones r = 1,--- , R, variando

r en la rejilla. '

Residuos de desviacién

En la figura 7 se muestran los residuos de desviacién (Davison
y Gigli, 1989) arrojados por el modelo. Los residuos de colores més
rojizos tienen signo negativo, esto significa que el modelo esta predi-
ciendo menos cudsares de los que han sido observados.

En la figura 7 vemos una linea entre azul y verde que parece
bordear por debajo la imagen, este error es atribuido a problemas
intrinsecos a la recoleccién de datos y no una falla sustancial en el
modelo, esto es en la estimacién de las probabilidades observacionales.
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Magnitud Absoluta

Valor Esperado modelo (2,4) Datos Observados
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Figura 6: Valores esperados y datos observados.

Magnitud Absoluta

Corrimiento al Rojo

Figura 7: Residuos de desviacién para el modelo (A, B) = (2,4)
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Conclusiones

Al observar la figura 5 pueden extraerse algunas ideas que son
muy valiosas para los astronémos. Las cuales corroboran las teorias
cosmolégicas actuales, estas son:

= Colores mas claros representan mayor intensidad de cudsares,
por lo tanto, mas energia. En la figura 5, la zona mas clara
corresponde a una region con corrimientos al rojo entre 1 y 5.
Esto se traduce en que la mayor poblacion de cudsares existio en
un tiempo mucho después del inicio del universo, y mucho antes
de nuestra época actual.

= El maximo ocurre en corrimientos al rojo de 2. Significa que
la mayor actividad luminosa de galaxias no ocurrié en el inicio
del Universo. Este punto y el anterior corroboran las teorias de
que poco después del Big-Bang no habia materia suficiente para
crear galaxias tan potentes como los cuasares.

= La actividad luminosa de los cudsares ha disminuido para nues-
tro tiempo, esto es evidencia que el universo se “enfria” y poco
a poco consume el combustible de material estelar.

Desde el punto de vista estadistico se generé un modelo flexible,
es decir, que permite segun la evidencia de los datos el modelo decida,
a través de BIC, el grado de las potencias de A y B en la funcién de
intensidad, esto permite una estimacion que ajuste de acuerdo a la
informacién proporcionada.

Las técnicas para evaluar la bondad de ajuste se basan en el méto-
do de los residuos de desviacion. Esta técnica tiene como ventaja que
se puede apreciar de manera gréfica el error cometido y las zonas en
donde ocurre. Sin embargo, una desventaja es que no permite cuan-
tificar el error.

En este sentido un buen ajuste estd dado por una figura con tonos
homogéneos, mientras que si el ajuste no es adecuado se observarian
tonos oscuros en varias regiones de la figura. En nuestro caso, la fi-
gura 7, sélo tenemos problemas en la parte inferior, y estos residuos
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tan altos corresponden a un problema en la obtencién de los datos.
Este error estd relacionado con la capacidad del telescopio, pues es
en este borde donde alcanza su limite de observacion.

Finalizando podemos decir que se ha construido de manera sis-
tematica un modelo basado en los procesos puntuales de Poisson no
homogéneos que proporcionan una estimacién acertada de la funcion
de Luminosidad de cudsares, nuestra estimacion confirma resultados
obtenidos por otros métodos (Richards y cols., 2006). Este propor-
ciona un camino viable para la obtencién de funciones de intensidad
en casos donde la forma de la intensidad no sea del todo clara pero
se tenga una gran cantidad de datos que la describan.
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