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Resumen

El problema de elaboracién de calendarios deportivos ha centrado la aten-
cién de la comunidad de investigacién de operaciones por la variedad de
modelos y la complejidad computacional de las soluciones (ver por ejemplo
Ribeiro (2010)). En torneos tipo Round Robin de ida y vuelta el calendario
se propone asignando la etiqueta de local o visitante a cada equipo, en un
itinerario preestablecido de manera que se minimice el recorrido total de
los equipos durante el torneo. En términos de investigacién de operaciones
lo modelamos como un problema de optimizacién cuadratica binaria con
restricciones lineales. Suzuka, Miyashiro, Yoshise, y Matsui (2005) lo tra-
tan como uno de encontrar el corte minimo con restricciones (Min-Res-Cut)
en un grafo no dirigido, proporcionando una formulacién de optimizacién
combinatoria. En el presente trabajo estudiamos la estructura del problema
de asignacién local-visitante, y proponemos una simplificacién de la formu-
lacién de optimizacién combinatoria. Resolvemos de forma exacta con una
bisqueda exhaustiva instancias pequenas del problema, y resolvemos de
forma aproximada con una busqueda aleatoria instancias mayores.
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ASIGNACION LOCAL-VISITANTE

A COMBINATORIAL OPTIMIZATION FORMULATION FOR
THE HOME AWAY ASSIGNMENT PROBLEM

Abstract

The sports scheduling problem has been center of attention in the Operatio-
nal Research community due to their variety of models, and computational
complexity of solutions (see for example Ribeiro (2010)). In a Round Ro-
bin tournament, the schedule is proposed by assigning a “home” or “away”
labels to a preestablished itinerary, in a such way that the total distance
traveled by the teams during the tournament is minimized. In terms of
operation research, the problem is modeled as a binary quadratic program-
ming problem with linear constraints. In Suzuka y cols. (2005) the problem
is treated as a MIN-RES-CUT. In this work we study the structure of the
home-away assignment problem, and propose a simplification of the combi-
natorial formulation. We solve exactly small instances of the problem with
an exhaustive search, and also approximately solve larger instances with a
random search.

Keywords: HA Assignment, Sports scheduling.

Introducciéon

En Investigacién de Operaciones la confeccién de calendarios, su-
jeta a determinados criterios, se ha convertido en una prolifica linea
de investigacién con aplicacién en la elaboracion de diversos tipos
de calendarios, escolares, de transporte, deportivos, laborales, entre
otros. En este trabajo analizamos el problema de determinar el mo-
mento y el lugar en el que se tendrd un encuentro en un torneo
deportivo, tomando en cuenta los diversos criterios que definen las
condiciones exigidas para lograr un torneo satisfactorio en lo depor-
tivo y lo econémico. En un trabajo relativamente reciente, Ribeiro
(2010) presenta una revisién introductoria de los aspectos relevan-
tes a ser considerados en la determinacién del mejor calendario para
un torneo deportivo, cubriendo sus principales aplicaciones practicas,
asi como métodos de solucién y algoritmos para alcanzar estas solu-
ciones. En la revisién bibliografica aparecen diversos criterios para
tomar decisiones en la elaboraciéon de calendarios. Entre los crite-
rios destaca la situaciéon de minimizar la distancia total de recorrido
(traveling tournament problem) (Easton, Nemhauser, y Trick, 2001);
minimizar, para cada equipo, el niimero de pares de juegos consecu-
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tivos en casa o de visitante (number of breaks) (Trick, 2002). Existe
la variante en la que se busca minimizar el nimero de encuentros
consecutivos contra los equipos més fuertes (carry-over effects value)
(Russell, 1980), entre otros.

Nuestro trabajo estd enfocado en la elaboracién de un calendario
deportivo para torneos todos contra todos del tipo double round robin
en el que participa un nimero par de equipos, 2n,n € N. Cada pareja
de equipos afronta dos encuentros turnandose la sede, esto es, si en
un partido uno de los dos equipos juega de local, en el siguiente lo
hara de visitante, o viceversa. El calendario del torneo se disenia bajo
el criterio traveling tournament problem. Presentamos una simplifi-
cacion de la formulacién combinatoria propuesta por Suzuka y cols.
(2005) que nos permite construir soluciones combinatorias con un
cuarto del tamano original, lo que produce ahorros computacionales.

En la proxima seccién presentamos detalladamente el problema,
de asignacion local-visitante. En la tercera seccion desarrollamos una
expresiéon matemadtica de la distancia total de recorrido de los equi-
pos, que favorece la formulacién de optimizacion combinatoria. En la
cuarta seccidon modelamos el problema como uno de minimizacién de
cortes con restricciones (Min-Res-Cut), y proponemos una simplifi-
cacién que reduce el tamano del problema en un cuarto del original.
En la quinta secciéon construimos una solucién numérica usando enu-
meracién completa en problemas pequenos, y enumeraciéon aleatoria
en problemas mayores. Presentamos conclusiones y recomendaciones
en la ultima seccion.

El Problema de Asignacion Local Visitante

Siguiendo la exposicién de Suzuka y cols. (2005), originalmente
el problema consiste en elaborar el calendario deportivo correspon-
diente a un torneo del tipo single round robin, esto es, un torneo de
exactamente una ida y vuelta para cada par de equipos.

Para su formulacién se tiene preestablecido un itinerario, el cual
puede presentarse como una matriz cuyas filas corresponden a los
equipos participantes y cuyas columnas se reservan para las casillas,
donde cada casilla define la ocurrencia de un partido. La dimensién
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de la matriz itinerario se obtiene de las siguientes condiciones del
torneo:

» El nidmero de equipos (o jugadores, etc.) es 2n, donde n €
N. Con lo cual se establece que participa una cantidad par de
equipos en el torneo.

» El ntimero de casillas es 2(2n —1). Lo cual resulta de establecer
que cada pareja de equipos protagoniza dos encuentros.

Sean, T, el conjunto de equipos participantes y, S el conjunto de
casillas del torneo. Si mediante 7(t,s), (t,s) € T x S, se designa al
oponente del equipo t € T, en la casilla s € S, entonces la matriz
itinerario 7 tiene entradas Ty s = 7(t, s).

Una matriz itinerario puede confeccionarse siguiendo las condi-
ciones del torneo single round robin:

= Cada equipo juega un partido en cada casilla. Segin esto, Vs €
S,VteT,H eT,t#1t, tal que, t' =7(t,s).

= Cada equipo juega con cada otro equipo dos veces. Entonces,
VieT,3s,s €S, s#£syIH eT, t#t, tal que, t’' = 7(t,s) =
T(t,s).
Por ejemplo, para n = 2 se tienen: |T| =4y |S| = 6.

Para un valor cualquiera de n es posible confeccionar distintas ma-
trices itinerario. Un ejemplo es el Cuadro 1, para n = 2. Dado un

T |s=1|s=2|s5=3|s=4|s=5|s=6|

1 2 3 2 4 3 4
2 1 4 1 3 4 3
=3 4 1 4 2 1 2
=4 3 2 3 1 2 1

Cuadro 1: Matriz Itinerario para n = 2.
itinerario prefijado, el problema de asignacion local-visitante consiste

en determinar, para cada casilla y para cada pareja de equipos, cudl
equipo hard las veces de local (Home) y cudl de visitante (Away).
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Con este objetivo se construye la matriz asignacién A de igual di-
mensién que la matriz itinerario con entradas A(t,s) € {H,A}. Las
entradas de la matriz asignacion, a(t,s), o bien, a5, (t,8) € T x S,
pueden asumir los siguientes valores:

{H si equipo t juega local en casilla s.
ats =

A si equipo t juega wisitante en casilla s.

La asignacion de los valores H o A esta sujeta a las siguientes condi-
ciones del torneo single round robin. Atendiendo a que cada equipo
tiene su sede, ocurre que:

= Cada partido se juega en la sede de alguno de los dos equipos.
Es decir, en cada casilla s € S,{ats,a,(6) s} ={A, H},Vt € T.

= Cada equipo juega en la sede de cada otro equipo exactamente

una vez. O sea, Vt € T, si 7(t,s) = 7(t,¢), siendo s # ¢,
entonces {a;s,a; ¢} = {A, H}.

Con estas condiciones se puede establecer el concepto de consistencia.

Dada una matriz itinerario 7, se dice que una matriz asignacién A
es consistente con 7T, si se cumple que:

(C1) Y(t,5) € T x S, {ars argus) s} = {A H}
(C2) VteT,[r(t,s)="1(t,s), s# 9]
= {ats,atsl} = {A,H}

Una asignacién, de las muchas posibles, consistente con el itine-
rario prefijado para n = 2, puede verse en el Cuadro 2.

A ||s=1|s=2]s=3|s=4|5=5]s=6|
t=1] H | H | A A A [ H
=2 A | H | H| HJ| A A
=3 4 Al H | A | H | H
Al H | A A | H | H] A

Cuadro 2: Matriz Asignacién consistente con el Cuadro 1

Para un n € N dado, sea 7 una matriz itinerario seleccionada,
de entre las distintas que se pueden confeccionar de acuerdo con las
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condiciones establecidas para construir los Cuadros 1 y 2. Sea A una
matriz asignacion construida de acuerdo con las condiciones de con-
sistencia con la matriz 7 seleccionada. Un Calendario Deportivo es un
par (7,.A) de una matriz itinerario y una matriz asignacién consisten-
te con la matriz itinerario. El problema de asignacién local-visitante
consiste en obtener el calendario que minimice el costo de recorrido
de los equipos. En un sentido amplio, el costo puede hacer referencia
a variables de gastos, de tiempo o de longitud de recorrido. En este
trabajo, para obtener el mejor calendario, se evaluara la longitud de
recorrido total de los equipos a lo largo de todo el torneo.

La Matriz Distancia D es una matriz con diagonal cero cuyas fi-
las y columnas tienen indices en T, y cada entrada d(t,t') denota
la distancia desde la sede de ¢ a la sede de ¢'. En principio, para el
desarrollo de la formulacién matematica la siguiente seccién, no se
supone simetria para la matriz D, ni que sus elementos verifiquen la
desigualdad triangular. Sin embargo, en la practica, tales propieda-
des son necesarias para efectos de calculo con matrices semidefinidas
positivas en la formulacién entera, por ejemplo.

Dado un par de matrices consistentes, itinerario y asignacién
local-visitante, la distancia de recorrido de un equipo t es la lon-
gitud de la ruta que comienza en la sede de ¢, visita las sedes donde
los partidos se juegan en el orden definido por las matrices itinerario
y asignacion local-visitante, y luego retorna a casa.

| t=1 | t=2 | t=3 |---| t=2n |
1 0 d(1,2) | d(1,3) d(1,2n)
=2 | d(2,1) 0 d(2,3) d(2,2n)
=3 | d3,1) | d(3,2) 0 d(3,2n)
= d(zﬁ, 1) d(Qﬁ, 2) d(2ﬁ, 3) |- 0

Cuadro 3: Matriz Distancia.

La distancia total de recorrido es la suma de los recorridos de
todos los equipos. De forma descriptiva, designando mediante d; a la
distancia total recorrida por el equipo ¢, y mediante d, a la distancia
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total de recorrido de todos los equipos, se tienen:

dt — d(t,O)+Zsesd(t,5)+d(t,f),
d = Ztert7

donde, d(t,0), es la distancia inicial recorrida desde la sede de ¢ hasta
la sede del equipo donde se realiza el primer partido, y d(t, f), es
la distancia de recorrido desde la sede del equipo donde se juega el
dltimo encuentro hasta la sede del equipo t.

Una vez realizada la descripcién detallada del torneo single round
robin, puede plantearse la formulacion del problema de asignacién
local(H )-visitante(A) como un problema de minimizacién:

Problema Asignacién HA

Instancia: Una matriz itinerario 7 y una matriz dis-
tancia D.

Tarea: Encontrar una matriz asignacién A, consistente
con T, que minimice a d.

Formulaciéon combinatoria

En Suzuka y cols. (2005) se presenta una formulacién combinato-
ria del problema de asignacién HA, modelando el problema como uno
de cortes sobre un grafo dirigido. En esta secciéon tomamos la formu-
lacién mencionada y construimos una simplificaciéon que reduce en un
cuarto el tamafno del problema original. La formulacién matemética
del problema original se resume en determinar la matriz asignacion,
consistente con la matriz itinerario dada, que minimice la distancia
total de recorrido de los equipos que participan en el torneo single
round robin.

El recorrido de cada equipo, t € T, ocurre desde la casilla s = 1
hasta la casilla s = 4n — 2 de la matriz itinerario, 7, a lo cual se
agregan los recorridos inicial y final. Si se designa mediante, [(¢, s),
al recorrido del equipo t desde la casilla s hasta la s+ 1, éste es igual
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a:
d(t, ) Si (ats,ats+1):(H,H)
) d(r(t,s), (t s+1)) si(ars,ai511) = (A4, A)
l<t7 8) o d(t T(t s + )) si (at sy s+1) (H, A) (1)
d(7(t,s),t) si(ars,arsy1) = (A, H).

Particularmente, el recorrido inicial es [(¢,0), y el final, I(t,4n—2).
Aqui hay que disponer de las casillas adicionales, s = 0, cuando el
equipo t estd en su sede al inicio del campeonato, y s = 4n — 1, para
describir el regreso a su sede, después del ultimo encuentro desde la
casilla s = 4n — 2, dltima de la matriz itinerario. Definimos también
ato = atan—1 = H. Como d(t,t) = 0, se tiene para estos recorridos,
que:

(60) = d(t,7(t1), si
(aro,a:1) = (H, A) (2)

I(t,dn —2) = d(7(t,4n — 2),t), si
(a¢an—2, 0t an—1) = (A, H). (3)

Con estas consideraciones, el recorrido total, d, de todos los equipos
admite la expresion:

4An—2

2n
=> > it,s). (4)
=0

t=1 s

El valor de los términos que aparecen en el desarrollo de la suma (4),
dependen de la solucién factible que se esté evaluando. Esto es, de la
matriz asignacion.

A continuacién describimos la simplificacién anunciada. Como pu-
do verse en la construccién de la matriz de recorridos L, los valores
que pueden asumir las entradas [(t,s) dependen de los valores que
asuman las a(t, s) en una solucién factible de la matriz asignacién \A.
A su vez, las condiciones de consistencia del par (7,.4), restringen
los valores de estas entradas. Estas condiciones son:

V(t,s) €T xS, A{ars,ar45)s) ={A H}
VteT,[r(t,s)=1(ts), s#5]= (5)
{ats,ats/} :{A,H}

Siendo asi, se puede formar grupos de cuatro entradas a;s, cuyos va-
lores dependen del valor que asuma cualquiera de ellas. Por tanto, es
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suficiente plantear un algoritmo en el cual se evalie un representante
de cada grupo. Llamese grupo representante al conjunto de estos re-
presentantes para un valor dado de n. Entonces, el algoritmo consiste
en asignar, alternativamente a cada entrada del grupo representante,
los valores A o H.

En definitiva, lo que se ha planteado es un problema de opti-
mizaciéon combinatoria que puede resolverse por enumeracién. Como
el tamano de A es (2n)(4n — 2), entonces cada matriz asignacién
propuesta consta de n(2n — 1) grupos. Esto reduce el tamano de la
matriz tecnolégica del programa combinatorio en un cuarto. La asig-
nacion alternativa de los valores A o H a los n(2n — 1) representan-
tes, produce 2271 goluciones factibles. La explosién combinatoria
es obvia. La enumeracién completa de las soluciones posibles puede
realizarse unicamente para pequenos valores de n. No obstante, un
algoritmo para esta formulacién arrojaria soluciones exactas, lo cual
seria de mucha utilidad para evaluar algoritmos mas inteligentes. A
continuacién presentamos una exposicion detallada de la formulacién
combinatoria del problema de asignacién local-visitante.

Sea G = (V, E) un grafo no dirigido, con un conjunto de vértices
V' y un conjunto de aristas E, como se muestran:

V = {ws:(t,s) €T xS}
E = {{vis,vt541}:(t,8) €T x(S\ {4n—2})}.

Obviamente, el grafo es una representacién de las matrices itinerario
y asignacion. De alli la conveniencia de organizar los vértices y las
aristas, como se muestra en la Figura 1 para el caso n = 2, de acuerdo
con el itinerario del Cuadro 1.

En esta formulacién, las soluciones factibles son las uniones de los
conjuntos disjuntos de vértices V' y V' \ V', con los cuales se constru-
yen matrices asignacién A, como sigue:

’UtSEV, -~ CLtS:A,
'Uts¢v/ = ars = H.

Entonces, el recorrido del equipo ¢ entre las casillas s y s + 1 puede
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Figura 1: Grafo Asignaciéon HA para n = 2.

redefinirse, a partir de la Férmula (1) de la forma siguiente:

d(t,t) =0 sivis, Ve sy1 &V

i(t,5) = 4 AT 8), Tt s +1)) siveg, vsir €V
’ d(t, 7(t, s +1)) sivis €V yvrs1 €V
d(r(t,5),1) sivis €V yvrs1 gV

De forma andloga, los trayectos inicial y final, reflejados en las Férmulas (2)
y (3), se transforman en:

I(t,0) = d(t,7(t,1)), sivig & V' yvi1 €V’
I(t,4n —2) = d(7(t,8),t), sivian2€V'y
Ut 4n—1 ¢ V/~
El célculo del recorrido total de los equipos sigue regido por (4),
2n 4n—2
133 s,

t=1 s=0

donde los valores de los recorridos, I(t, s), estdn restringidos segiin la perte-
nencia o no de los vértices v; 4 al conjunto V' C V.

Las condiciones contenidas en (5) conducen a la introduccién, para cada V'
dado, de los siguientes conjuntos:

1. La biparticién:

(S(V/) = {{’Ui,’l]j} 1V, V5 € Vv,’l)i ¢ V> Uj}. (6)
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11. El conjunto de corte de aristas:

Eci = FEetovUEcun, donde,
Ecuto = {{vis,0r@s) o)} (ts) €T xS}
Eotn = {{visvpe}:teT, s,8 €8,
T(t,s) =71(t,s"), s #s'}. (7)

Por un lado, §(V’), separa los vértices asociados a las entradas de la matriz
asignacion que asumen el valor A, de aquellas que tendran el valor H. Por
el otro, E.y:, refleja las condiciones que han de verificar estas entradas de
A para una misma casilla o columna, mientras que E.,; , para cada equipo
o fila. Con estos conjuntos, las restricciones en la formulacién combinatoria
del problema de asignacién local-visitante, se resumen en:

Ecut g 6(‘//)7 (8)

es decir, para una solucién factible, V'U(V\V’), el corte de aristas se realiza
sobre los pares de vértices de §(V'). La Figura 2 muestra el conjunto §(V'),
correspondiente a la solucion factible propuesta en el Cuadro 2, como grafo
bipartito, con corte sobre los vértices por casillas, F.yu,, a la izquierda en
la figura, y con corte sobre los vértices por equipos, Feu:h, a la derecha.
Ahora bien, el algoritmo que resuelve por enumeracién este problema, se
simplifica enormemente al considerar que la expresién (8) permite formar
grupos de cuatro vértices: dos de V' y dos de V \ V’. Por tanto, para
evaluar la distancia (4), es suficiente considerar un vértice representante de
cada grupo, para formar el grupo representante de los vértices. Como en el
problema original, el nimero de posibilidades es 27(27=1),

Por ejemplo, a continuacién se muestran los grupos de cuatro vértices
que pueden formarse de manera que se satisfagan las restricciones resumidas
en (8), con los conjuntos §(V') y E.,: definidos respectivamente mediante
(6) y (7), ellos para el caso particular del itinerario prefijado para n = 2 del
Cuadro 1:

{vi1 vz w1 w3} {viz wvis w32 wss}
{U14 V16 V44 U46} {U22 V25 V42 U45}
{vaa w26 v3s  v36} {vsr w3z v vz}

Las restricciones aplicadas a estos grupos se pueden visualizar con el si-
guiente esquema, significando que las parejas de vértices son, o bien de V’,
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«

Figura 2: Cortes por Casillas y Equipos para n = 2.

o bien, de su complemento:

{{0117 023}, {0217 U13}}
Evlz, U%%’ }vm, mﬁ
[omvis {om i)y ((© 075 VAV
{{024, 'USG}v {1)26» U34}}

{{031,1143}, {U337U41}}

Eligiendo un vértice de cada grupo, se puede constituir un arreglo del grupo
representante. Este podria ser:

(Vi1 vi2 Vs va2 v2s v31).
Para facilitar la notacién, se define la variable z; 4,

1 Si’UtSEV/
0 sivseV\V

Tts =

Entonces, al resolver por enumeracién, hay que evaluar todos los vectores,

X = (x45) € B,
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Continuando con el ejemplo, para n = 2 se evaluarian,

X = (z11 ®12 Tua T2 Toa T31),

lo que implica un total de 222(2)~1) = 64 iteraciones.
A la solucién factible, ejemplificada en el Cuadro 2, le corresponde el arreglo,

X =0 0 1 0 0 1),

cuya evaluacion, en el marco de la formulacién combinatoria, consiste en
calcular la distancia total de recorrido de los equipos, mediante la Ecuacién
(4).

Para poder evolucionar en la busqueda de un algoritmo maés eficiente,
serd necesario modificar la Férmula (4) de la distancia total de recorrido,
a una mas manejable. Esto se logra mediante la técnica de optimizacién
conocida como corte minimo con restricciones (MIN RES CUT).

Experimentos numéricos

Elaboramos un cédigo en Matlab con la implementacién de una bisque-
da exhaustiva para encontrar soluciones del problema de asignaciéon HA, con
instancias de dimensiones pequenas, dado que el problema tiene un nimero
exponencial de soluciones factibles. Construimos todas las soluciones fac-
tibles para problemas de dimensiones pequenas n = 2, 3 y 4. A partir de
n = 5, su resolucién por enumeracién es computacionalmente inviable. Sin
embargo, obtuvimos una cota superior del valor objetivo 6ptimo mediante
enumeracion aleatoria, es decir escogiendo la mejor solucién entre un grupo
de soluciones generadas aleatoriamente.

Para facilitar la elaboracién del cédigo, utilizamos una variable X (¢, s)
que asume el valor 1 para la asignacién a; s = A, y 0 para a,s = H.

La aplicacién arrojo los siguientes resultados, en cuanto al costo compu-
tacional, para los casos indicados: Mostramos primero resultados para n =
2,t =4 y s = 6. Las matrices itinerario, distancia, variable minimizadora y
asignacion son mostradas en el Cuadro 4. En este caso obtuvimos una dis-
tancia recorrida de d;,;, = 108, en k = 64 iteraciones y t = 0,031 segundos.

Paran=3,(t=6ys=10),yn =4 (t =8y s = 14) no mostramos las
matrices de itinerario, de asignacién o de variable minimizadora (6 x 10, y
8 x 14 respectivamente), ni la de distancia (6 x 6, y 10 x 10) por su tamano,
pero los resultados los mostramos en el Cuadro 5.
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ASIGNACION LOCAL-VISITANTE

MATRIZ ITINERARIO MATRIZ DISTANCIA
3 4 0O 7 5 4
4 3 7 0 10 8
1 2 5 10 0 3
2 1

_~ =N
DN = o W
N W o

2
1
4
3 3 4 8 3 0
VARIABLE X MINIMIZADORA  ASIGNACION DE MINIMA DISTANCIA
0 1 ‘A H H H AT A
1
0
1

1
0
1
0

_ -0 O

1
0
1
0

—_ o = O

1
0
0

Cuadro 4: Matrices itinerario, distancia, minimizadora y asignacion
para el problema n=2

n | Iteraciones | Tiempo (aprox.) ‘ dmin
2 64 0,3 seg. 108
3 32768 6 seg. 391
4 | 268435456 16 horas 617
5 | 10000000 1910 seg. <730
6 | 10000000 2170 seg. <1927

Cuadro 5: Resultados para dimensiones medianas

Conclusiones

En el presente trabajo estudiamos el problema de asignacién local-
visitante en calendarios deportivos. Analizamos algunas propiedades de la
formulaciéon combinatoria, y proponemos una simplificacién de ésta que per-
mite reducir en un cuarto el trabajo computacional de una busqueda de
enumeracion. Dado que el nimero de soluciones posibles crece exponencial-
mente con el aumento de dimensién del problema, el algoritmo de enume-
racién utilizado es ineficiente, y s6lo permite resolver en tamanos pequenos.
En este trabajo resolvemos de forma aproximada problemas de dimensién
5y 6, con una busqueda aleatoria. Dicha estrategia s6lo permite soluciones
aproximadas, y no garantizan la obtencién de minimos exactos. Es entonces
necesario proponer algoritmos mejores de soluciéon. En préximos trabajos
usaremos estrategias heuristicas para la busqueda eficiente de soluciones, y
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relajaciones semidefinidas sobre el problema combinatorio construido.
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