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Resumen

La ecuacién para la transferencia de calor por conduccién no es mas que una expresién
matemadtica de la ley de conservacién de la energia para un sélido dado. La resolucién de
la ecuacién que modela este problema generalmente es muy dificil o imposible de obtener
de forma analitica, por ello es necesario efectuar una aproximacion discreta del problema
continuo. En este trabajo, se presenta una metodologia aplicada a elementos finitos cua-
drildteros en problemas de transferencia de calor por conduccién, donde las componentes
de la matriz de conductividad térmica son obtenidas mediante una expresién semi-analitica
y manipulaciones algebraicas sencillas. Esta técnica ha sido utilizada exitosamente en in-
tegraciones de matrices de rigidez de elementos finitos bidimensionales y tridimensionales,
reportando mejoras sustanciales de tiempos de CPU en comparacién con la integracién
Gaussiana.
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A SEMI-ANALYTICAL EXPRESSION FOR CALCULATING FINITE ELEMENT
CONDUCTIVITY MATRICES IN HEAT CONDUCTION PROBLEMS
Abstract

The heat transfer equation by conduction is not more than a mathematical expression
of the energy conservation law for a given solid. Solving the equation which model this
problem is generally very difficult or impossible in an analytical way, so it is necessary
to make a discrete approximation of the continuous problem. In this paper, we present a
methodology applied to the quadrilateral finite elements in problems of heat transfer by
conduction, where the components of the thermal conductivity matrix are obtained by a
semi-analytical expression and simple algebraic manipulations. This technique has been
used successfully in stiffness arrays’ integrations of bidimensional and tridimensional finite
elements, reporting substantial improvements of CPU times compared with the Gaussian
integration
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Introduccién

El fenémeno de la transferencia de calor ha sido estudiado rigurosamente de manera experimental des-
de el ano 1750 por Lomonosov. Este autor estableci6 las bases fisicas fundamentales de la Transferencia de
calor. A comienzos del siglo XIX el matematico francés Joseph Fourier se dedico al estudio de la ecuacién
de calor, y con la teorfa analitica del calor establece las leyes de propagacién del mismo [7]. Actualmente
la tecnologia moderna contempla un conocimiento y andlisis de la transferencia de calor, exigiendo un
mayor dominio de técnicas sofisticadas como métodos numéricos y de simulacién computacional [5]. La
transferencia de calor por conduccién ha sido un campo fértil para las matematicas aplicadas en los
iltimos doscientos anos. El Método de Elementos Finitos es uno de los métodos numéricos en el campo
de las ciencias aplicadas, actualmente més utilizado para la obtencién de soluciones aproximadas a los
problemas reales de transferencia de calor por conduccién. En este método de andlisis, una regién com-
pleja que define un continuo se discretiza en forma geométrica simple, llamada elementos finitos. Estos
elementos se conectan entre si mediante un niimero discreto de puntos, llamados nodos. Las propiedades
del material y las relaciones gobernantes, son consideradas sobre cada elemento del mallado. Con estos
datos, se calcula de forma aproximada la matriz de conductividad térmica de cada elemento y mediante
un proceso de ensamble se obtiene la solucién aproximada de la matriz de conductividad del continuo [2]
v [1]. En este trabajo se generalizan los resultados presentados por [3], [8], [10] ¥ [12] para ser aplicados en
la integracién semi-analitica de la matriz de conductividad de un elemento cuadrilatero de cuatro nodos
en problemas de transferencia de calor por conduccién, hasta donde se tiene conocimiento, no se han
encontrado resultados basados en la matematica simbélica.

Formulacién

La transferencia de calor por conduccién es el mecanismo mediante el cual fluye calor a través de un
sélido. La ecuacion para la transferencia de calor por conduccién no es mas que una expresién matemaética
de la ley de conservacién de la energia para un sélido dado. Para derivar esta ecuacion, se realiza un
balance de energia en un volumen elemental de materia en el que se transfiere calor, s6lo por conduccién
[5]. El mecanismo de conduccidn estacionaria de calor sobre dominios bidimensionales 2, con frontera T’
de normal n, el cual se subdivide en una parte I'r con temperaturas 7' prescritas y otra parte I'; con
flujos normales ¢,, prescritos, se expresa de la siguiente manera:

0q,  Ogy

T=T , enlyp

dn = qn €TLFq

donde Q es el término fuente, g, y ¢, son los flujos de calor en las direcciones de X e Y expuesto por [6].

En esta investigacién se considera que el término fuente es cero y que la temperatura no varia con el
tiempo. Asi, la ley de Fourier permite cuantificar el proceso de transferencia de calor por conduccién y
establece que los flujos de calor estdan dados por:

oT oT
qx = 7]%87 Yy gy = *k’yaiy (2)

en la cual k, y k, son los coeficientes de conductividad térmica en X e Y respectivamente.

El Método de los Elementos Finitos propone dividir el dominio €2, en subdominios 2¢, en los cuales
se conoce el campo de temperatura en cada uno de sus nodos. Los elementos en los cuales se discretiza
este dominio en problemas bidimensionales son cuadrilatero de cuatro nodos.
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Para el desarrollo que se presenta a continuacién, se considera el elemento finito con la configuracién
de nodos en sentidos anti-horario, ver Figura 1.

Sean

4
X =Y Nz
=1

i

Figura 1: Numeracién de nodos.

4
7= Ni&nT (3)
=1
4

Y = ZNi(E,n)yi (4)

donde (x;,y;) son las coordenadas del nodo i, y las Ni son las funciones que interpolan las temperaturas
v la geometria del elemento. En este trabajo se consideran las siguientes funciones de interpolacién para
el elemento cuadrilatero de cuatro nodos.

Nl(fﬂ?) =
NB(&?”) =

1(1=8@-mn)
1(1+&+mn)

Na(&,m) = ;(1+61 —n)
L (5)

N4(£777) =

Las ecuaciones (3) y (4) permiten interpolar el campo de temperatura y la geometria en cada no-
do. Mediante la transformacién de coordenadas, de la ecuacién (1), el elemento es transformado en un
elemento cuadrilatero con lados paralelos a los ejes coordenados, como se muestra en la Figura 2.

n
/—\\ b
(-1. 1) (1. 1)

)
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I

-1, -1) (1.-1)

(38

Figura 2: Transformacién Isoparamétrica.

Con estas consideraciones y siguiendo la teorfa en [13], los elementos de la matriz de conductividad
del elemento son calculados al efectuar las siguientes integrales:
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11
K¢ = // (kggaaz)\?%];? + ky{;];[f%]}\?> det Jdédn coni,j € {1,...,4}. (6)

Z1-1
La integracion de esta matriz dada en la ecuacién (6), al igual que la integracién de la matriz de rigidez
sobre dominios cuadrilateros, generalmente no son faciles de calcular, debido a que el integrando viene
dado como funciones racionales, las cuales resultan extremadamente dificil de resolver. Estas integraciones,
usualmente son realizadas utilizando integraciéon numérica. En éstas se emplean grandes cantidades de

tiempo de CPU, resultando costosas y complicadas, [13] y [14].

Por ser [K€] una matriz simétrica y de orden 4x4, sélo se necesita calcular 10 componentes de esta.
Utilizando Integracién Numérica (Gauss con 2 puntos de integracién) y manipulando simbdlicamente
estos resultados, con la ayuda del software matemético MAPLE [9], se encuentra una expresién general
que representa todos sus elementos y esta dado por:

e 3A3(ka1 + kng) + f1(]€IG3 + kyG4) 3A3(ka5 + kyG6) + fz(k'zG7 + kng)
Kij = A2 _ f2 + A2 _ 2 (7)
345 - fi 345 — f3

donde G; con i € {1,...,8} son funciones que dependen del término que representan, ver Cuadro 1;

fi=Ai+A4 ; fa=A -4,

1 1 1
A = (8> (32941 — Ta1y32) ; A2 = (8> (Ta3y21 — T21Y32) 5 Az = <8) (T31942 — Ta2y31)
CON Tjj = Tj — Tj € Yij = Y;i — Yj-
Gi
1 k?n klg k13

(57)(y12) ) (y42) T
2 (2—14)(9542)2 (_—81)(5542)(5531 — T41) (Z—g)(x42)2
(36) (y42)

3 ) (ya2)” (76) (Ya1) (ya2) 0

4 (%)(I@)Q (I—l)($41)($42) 0

5 (57)(—v2ys2 — ysyas + yavaz) | (F5)(Ws1) (Ws2 — wa2) | (35) (se¥ar — 2054 — Yo1¥as)
6 | (57) (w232 — w343 + Taza2) | (F5)(31) (@32 — Ta2) | (55) (@s2241 — 2054 — To1243)
7 (16) (y42) (Ya3 — Y32) (75) (y31) (ys2) (52) (a2) (yar — y32)

8 (1_16>($42)($43 — T32) (I—é)(xgl)(xm) (I_g)(x@)(xﬂ )

Cuadro 1: Funciones generadoras
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La matriz de conductividad presenta la siguiente formas:

Los elementos de la matriz se organizan en tres grupos, como se indica en el siguiente cuadro:

Grupos Términos
A klla k227 k337 k44
B k127 k237 k347 k14
C ki, ko

Cuadro 2: Clasificacion de los Términos de la Matriz.

Con esta clasificacién, cada grupo queda distribuido en la matriz de conductividad de la siguiente
manera;

Q o =
o = W
= T Q
W QO W

B C B A

Para generar las componentes de (3.9) se utiliza una transformacién de coordenadas (R) (cuadro 3),
la cual no modifica la geometria del elemento.

i Coordenadas Coordenadas donde es Enviado el Nodo i
del Nodo i Mediante la Transformacion (R)

1 (21, w) (T4, Ya)

2 (22, 2) (23, ¥3)

3 (z3, y3) (z2, y2)

4 (T4, Ya) (1, y1)

Cuadro 3: Transformacién de Coordenadas.

Sea P; 1 un vector donde se almacenan las coordenadas de los nodos al aplicarse i veces la transforma-
cién (R) al elemento finito en estudio, con ¢ € {0,1,2,3}. Asi, P, = (z1, 22,23, T4, Y1, Y2, Y3, Y4), al aplicar
(R) se obtiene P = (w2, ¥3, 24,21, Y2, Y3, Y4, Y1), al aplicar (RoR) se obtiene P3 = (3, 4, T1, T2, Y3, Y4, Y1,-
y2) y finalmente si aplicamos (R o R o R) se tiene Py = (4, 21, T2, 23, Y4, Y1, Y2, Y3)-
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El término que se utiliza de base para obtener todos los términos del grupo se llamaré término gene-
rador. A continuacién se demuestra la forma como se genera los términos de la matriz de conductividad
en cada grupo, utilizando la ecuacién (7) y la transformacién de coordenadas.

Grupo A. (Término generador ki1)
Fin 22 kaz —2 kaz T kag
Grupo B. (Término generador ki2)
Fiz 2 kay 2 kas < kg
Grupo C. (Término generador ki3)

Py
k13 — koy

Ejemplo

Para validar la precisién de los resultados obtenidos con esta metodologia en comparacion a la numérica
(Gauss con 2 puntos de integracién), se toma el ejemplo planteado en la teorfa cldsica para conduccién
de calor en régimen estable, dado en [4].

La pared de un horno industrial se construye con ladrillo de arcilla refractaria de 0,5 m de espesor que
tiene una conductividad térmica de 1,7 W/m - K. Mediciones realizadas durante la operacién en estado
estable revelan temperaturas de 1400 K y 1150 K en las superficies interna y externa, respectivamente.
., Cudl es el valor de la temperatura en cualquier punto de esta?.

1. MODELO: la Figura 3 muestra el modelo, una pared de material de arcilla con conductividad
térmica kyp = kyy = 1,7 W/m - K. El modelo fue creado usando el software ABAQUS [11].

?p’ o sl AR, R T T O T T e T e T e N T o W P T P | IEE
[ e Model Viewport View Port Shape Featyre Tooks Plugins Help W7 - & x
3 1 =N T : H TG @D ® R,
LyEmib AN BEA R B8 0:@we
Model | Results Module: | Fart »  Model: Model-1 ¥ Port: pared ~
& Model Datahasely] = [T °
= &) Models (1)
# Model-1
A Annotations

# 4§ Anaiyss

Figura 3: Modelacién de la pared.
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2. CONDICIONES DE CONTORNO: en la Figura 4 se muestra el modelo con las condiciones de

contorno establecidas, es decir, las temperaturas en las caras de la pared con T=1400 K y T=1150
K en las superficies (interna y externa).

T T R T T
= J e Ytk

T T R T W WLEE]

W Fle Model Viewport View Losd BC Predefined Feld Lgad Cose Featyre Tools Plug-ins Help WP - X
D@ e BN EBA R a B8 0 meeR.m

Mndni- Results Module: | Load ¥ Model: | Model-1 ¥ Step: Step-l -

5 Model Database [w] 5 [

# kb Assembly

# o Steps (2)

& O Field Dutput Requests (1)
# Be History Dutput Requests (1)
P Time Foints
fw ALE Adaptnve Mesh Constraints
T mteractions
F Interaction Fropertes
i contact Controls
«]] constraints
{8 connector Sections
@ F Felds
[ Ampitudes
& Loads
& s BCs (2)
S temperaturainterns
mo States (1)
Step-1 (Created)
= teperatiraextema
o States (1)
Step-1 (Crested)
[ Fredefined Fields
B Remeshing Rutes
[ Sketches
Annctations
Analysis
sl Fy

Figura 4: Condiciones de contorno establecidas.

3. MALLADO DE LA GEOMETRIA: el modelo fue discretizado en 600 elementos cuadrildteros
de 4 nodos.

|- -

B fle Model Viewport View Seed Mgsh Adaptvty Featyre Tools Flug-ins Help WP

3 - B, f 1: 2 = i - r -
D Em AN BA A @98 6 eoei.m
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# Profiles & 8,
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#® O Field Output Requests (1) .
# B History Output Requests (1) TS
B Time Foints 3_
fm ALE Adaptive Mesh Constraints || orey A
T interactions ‘/- i
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W contact Conrols
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B connector Sections ,x
# F Felds
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[ Loacs
# [k BCs(2)
[L. Fredefined Fields
I Sketches
Annotations L3
| Analysts - .
i sl b e

Figura 5: Mallado del modelo.
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4. RESULTADO: en las Figuras 6 y 7, muestra el flujo de calor a través de la pared y la forma
vectorial.

P T T e T T T o e e P o -—--.-.-——.ml
-

| ple Model Viewport iew Result Plot Animote Rgport Options Tools Phugins Help A? -
fLEmidc «SEANEA RN (B0 3 0o e i.Mm
. Model | Results Module: »| ODB: | C:/Tempy er ot | WA b R B
| sesson Datfy] > Vg
|| = &8 output Databases (1) &E
% transferenciscalor.odb
|l# @ spectrums (7) B
B xFiots Ty
B xrData ) =
[ Paths B
/=24 Display Groups (1) B
% ;‘; =
B Movies e
B images = e
g
AR
=m
= A
. 1
8.
far.o
on de calar
teg Time = 1000
Prunary Var
Defarmad Var: not set  Daformation Scale Factar: nat set
£ 2|

Figura 6: Flujo de calor en la pared.
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5 I Spectrums (7)

8 xrFlats
B xvata
B Paths
= s Disploy Groups (1)
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B Movies
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Stap: Step-1, conduccion de calor
Incrament 13 Step Tume = 10.00
Primary Var: HFL, netude :
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Figura 7: Forma vectorial del flujo.

Para conocer la temperatura en un punto cualquiera se debe resolver el sistema

(KT = [f] (10)
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Para cada elemento del mallado los software comerciales que trabajan con el MEF utilizan integracién
numérica gaussiana para el cdlculo de la matriz de conductividad térmica [K¢].

Se considera un elemento cualquiera del mallado, donde sus coordenadas nodales se muestran en el
Cuadro 4, tomados de la base de datos del programa.

H Nodo 1 2 3 ‘ 4 ‘
X -5 0 0 -5
y 5 5 0 0

Cuadro 4: Coordenadas de los nodos del elemento 100

Para este elemento, la matriz de conductividad por subrutina numérica (Gauss 2 puntos) sera:
—1,333333333  0,283333332 0,566666664  0,283333332

0,283333332 —1,333333333 0,283333332 0,566666664
=10 (11)
0,566666664 0,283333332 —1,333333333 0,283333332

0,283333332  0,566666664  0,283333332 —1,333333333

Y por la subrutina simbdlica, se obtiene:

—1,333333333  0,283333332  0,566666664  0,283333332

0,283333332 —1,333333333 0,283333332 0,566666664
[Ke=100) = (12)
0,566666664 0,283333332 —1,333333333 0,283333332

0,283333332 0,566666664 0,283333332 —1,333333333

De (11) y (12) se evidencia que ambas metodologias tienen la misma precisién. Ambas subrutinas se
implementaron utilizando el software MAPLE [9].

Tiempos de CPU

Para comparar los tiempos de CPU, se utilizé un procesador Intel(R) Pentium(R) Dual CPU T2330 @
1.60 GHz 1.60 GHz. 1.99 de RAM. En el ejemplo anterior los 600 elementos de la malla con la subrutina
numérica (Gauss 2 puntos) se obtuvo un tiempo de 3.968 seg y con la subrutina simbélica se obtuvo un
tiempo de 1.062 seg, se evidencia que existe un ahorro del 73.2 %. En el siguiente cuadro, se muestra los
tiempos de ejecucién con un nimero mayor de elementos.

No de elementos | Integracién numérica (seg) | Integracién simbdlica (seg) | Ahorro( %)
1000 6.281 1.406 77,5
10000 101.2 9.375 90.2

100000 5222,09 88,637 98.3

Cuadro 5: Tiempos de CPU

Como se observa la metodologia desarrollada y aplicada a la integracion semi-analitica de la matriz de
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conductividad de elementos finitos cuadrilateros de cuatro nodos en problemas de transferencia de calor
por conduccién, permite mejorar la velocidad de calculo en comparacién a la integracién numérica.

Conclusiones

En este trabajo se generalizé la técnica presentada por [3], [8], [10] v [12], para ser aplicada en el cdlculo
de las componentes de la matriz de conductividad y se logré obtener una expresién semi-analitica, que
permite mediante una transformacién de coordenadas, calcular las integrales involucradas en el célculo
de las componentes de la matriz de conductividad térmica del elemento cuadrildtero en el problema
transferencia de calor por conduccion. Esta ecuacién, reduce sustancialmente el niimero de operaciones
algebraicas que se realiza con Integracién Gaussiana y mantiene su precisién, por lo que los tiempos de
computos seran mas rapidos que los obtenidos por el método numérico.
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