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Resumen

En el diseno de reactores trifasicos tipo columna de burbujeo (CBT), se requiere tener la
distribucién de sélidos dentro del reactor. Esta distribucién satisface una ecuacién diferen-
cial ordinaria (EDO) de orden dos, con condiciones de frontera que fue desarrollada por
D. R. Cova [2], y posteriormente por D. N. Smith y J. A. Ruether [8]. Algunos elemen-
tos de esta ecuacién estdn dados por correlaciones que dependen de ciertos pardmetros
que son desconocidos, pero se pueden obtener a partir de datos experimentales. La meto-
dologia utilizada para determinar dichos pardmetros es la sub-estimaciéon lineal a trozos
desarrollada por O. L. Mangasarian, J. B. Rosen y M. E. Thompson [6].

Palabras clave: Problemas inversos, minimizacién global, sub-estimacién lineal a trozos,
programacion lineal.

AN INVERSE PROBLEM RESOLUTION VIA PIECEWISE LINEAR UNDERESTIMATION
Abstract

In reactor design phase bubble column type (CBT) is required to have the distribution
of solids within the reactor. This distribution satisfies an ordinary differential equation
(ODE) of order two, with boundary conditions that was developed by D. R. Cova [2],
followed by D. N. Smith and J. A. Ruether [8]. Some elements of this equation are given
by correlations that depend on certain parameters that are unknown but may be obtained
from experimental data. The methodology used to determine these parameters is the sub-
piecewise linear underestimation developed by O. L. Mangasarian, J. B. Rosen, M. E.
Thompson [6].
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PROBLEMA INVERSO VIA SUBESTIMACION LINEAL A TROZOS

Introducciéon

El disefio de reactores trifdsicos tipo columna de burbujeo (CBT) se puede presentar como un modelo
inverso en el cual se requiere determinar de la concentracién de sélidos en funcién de la posicién dentro
de un reactor. Esta distribucién generalmente se calcula usando un modelo de espacio de sedimentacién-
dispersién [5].

En estas columnas, el sélido tiende a sedimentar, pero es impulsado hacia arriba por el liquido, que a
su vez es agitado por las burbujas gaseosas. Por lo tanto hay un decrecimiento gradual de la concentracién
de sélidos desde el fondo hacia el tope del reactor. El liquido y el gas operan en forma continua y las
particulas sélidas son suspendidas por el movimiento del liquido inducido por el gas.

El flujo neto del sélido en el area transversal de la columna en una determinada posicién, satisface una
ecuacién diferencial de orden 2, descrita por D. R. Cova [2], D. N. Smith y J. A. Ruether [8] y estudiado
luego por J. Herndndez (ver [3]).

Los coeficientes de dicha ecuacién diferencial contienen ciertos parametros que son desconocidos y
nuestro trabajo es encontrar valores a dichos parametros que mejor se ajusten a los datos experimentales
mostrados en el cuadro 1. Este ajuste origina un problema de optimizacién global donde la funcién objetivo
no se conoce en forma explicita, y el cdlculo de su valor en un punto puede ser costoso en términos de
tiempo y de recursos de computacién, mas aun, la funcién objetivo puede no ser diferenciable, y en
consecuencia, no resulta conveniente aplicar los algoritmos convencionales que requieren diferenciabilidad
en la funcién objetivo.

La estrategia aplicada en el trabajo realizado por J. Herndndez [3] fue realizada en dos etapas; la
primera fue ejecutar un algoritmo presentado en [1] que consiste en “llenar” el dominio de puntos, luego
tomar un simplex de forma aleatoria y luego encontrar un nuevo punto que sustituya al que tiene el peor
valor objetivo. Ese proceso se repite hasta tener agrupado los puntos en “zonas de atraccién”. La segunda
etapa es aplicar el algoritmo de Nelder y Mead (ver [7]) en cada zona de atraccién y finalmente, escoger
el punto éptimo.

La estrategia antes descrita conlleva a realizar muchas evaluaciones de la funcién objetivo, lo que no es
conveniente para el problema que estudiamos. Es por ello que se implementa el método de sub-estimacién
lineal a trozos desarrollado por O. L. Mangasarian, J. B. Rosen, y M. E. Thompson [6], para obtener el
ajuste de los pardametros del modelo ya que solo una cantidad muy pequena, comparada con la descrita
en el parrafo anterior.

Este articulo esta organizado de la siguiente manera; en la Seccién 2, se describe el modelo de reactores
trifasicos tipo columna de burbujeo CBT considerado en este trabajo, que también fue estudiado por J.
Herndndez [3], donde se describe el modelo CBT mediante una ecuacién diferencial con condiciones de
frontera, que depende de correlaciones desconocidas. En la Seccién 3, se formula el problema inverso
que va a permitir ajustar los pardametros o correlaciones que estdn presentes en los coeficientes de la
mencionada ecuacién diferencial, con datos experimentales conocidos. En la Seccion 4, se describe el
método de sub-estimacion lineal a trozos desarrollado por O. L. Mangasarian, J. B. Rosen, y M. E.
Thompson [6], utilizada para obtener el ajuste de estos pardmetros. En la seccién 5, se presentan los
resultados obtenidos al implementar la metodologia usada y finalmente, en la seccién 6, se indican las
conclusiones que se obtienen de los resultados.

Modelo de columnas de burbujeo trifasicos

El modelo inverso CBT considerado en este trabajo, formulado por J. Herndndez [3], consiste en
el diseno de reactores trifdasicos tipo columna de burbujeo CBT el cual requiere del conocimiento de
la distribucion de sélidos en funcién de la posicion dentro del reactor. Esta distribucién generalmente
se calcula usando un modelo de sedimentacién-dispersién (ver [5]). En estas columnas, el sélido tiende
a sedimentar, pero es impulsado hacia arriba por el liquido, que a su vez es agitado por las burbujas
gaseosas.
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Por lo anterior hay un decrecimiento gradual de la concentracién de sélidos desde el fondo hacia el
tope del reactor. El liquido y el gas operan en forma continua y las particulas sélidas son suspendidas
por el movimiento del liquido inducido por el gas.

Para conocer el flujo neto del sélido en el area transversal de la columna en una determinada posicién,
medida desde la boca de alimentacion del reactor, partimos de la siguiente igualdad

LR @A) =0, )
donde F(z) es el flujo mésico de sdlido por unidad de drea transversal de lodo, A;(z) es el drea transversal
de lodo (mQ) y z es la direccion axial en el reactor.

A continuacién, se describe un bosquejo del modelo formulado por Herndndez [3], donde utiliza la
formulacién desarrollada por D. R. Cova [2], para modelar el flujo Fs(z) a fin de obtener la ecuacién
diferencial de orden 2 dada por:

d uy(z) . d
€ A(z)(1 - eg(z))(Cs(z)(#g(Z) —hi(2)uy (2)) — Es(z)g

la cual puede ser resuelta directamente como un problema con las condiciones de frontera,

Cs(2))| =0, (2)

AL = €N (Co(a) (T = (a1 () = Bu(2) a2 = M, ®
CS(z)|z:L :'7'627 (4)

donde Cs(z) es la concentracién de sélidos en el lodo dependiente de la posicién z (m) en la columna
(%), A(z) es la seccién transversal de la columna (m2), €4(2) es el hold up gaseoso, € es el hold up

liquido, @%,(2) es la velocidad superficial del lodo basada en la seccién transversal de la columna (%),
Pi1(z) es la fraccién volumétrica de liquido en el lodo, u;(z) es la velocidad de sedimentacién referida a
la seccién transversal de la columna (%), E,(2) es el coeficiente de dispersién del sélido referido al lodo,
M es el caudal mésico de sélido, L es la altura total de la columna (m), C? es la concentracién de sélido

en la entrada de la columna (alimentacién) (%) y 7y es un parametro a ajustar.

El pardmetro v a ajustar en la condicién de frontera, representa una relaciéon de la concentracion en
la alimentacién con concentracién en el tope de la columna. Esta relacion fue usada en [8]. Se hace este
ajuste porque no hay forma exacta de conocer la concentracién en el tope.

La soluciones de estos problemas requieren de expresiones que permitan calcular ¢;(2), A(z), €4(2),
uj(z) y Es(z), estas expresiones se describen a continuacién. La fraccién volumétrica de liquido en el lodo
viene dada por

CO
Pi(z) =1 ——=Cs(2). ()
Ps

Al sustituir esta expresién en la ecuacién (2) se obtiene que la ecuacién diferencial ordinaria no es

lineal. El valor de A(z) se calcula a partir de la geometria de la columna. Si la posicién z entonces

2
Ag (1 + %) si 0 < 2z < heono,
Alz) = g (6)
AO (%) ) si hcono < z < L;
donde 7 es el radio de la entrada a la columna (m) y Ag es el drea de la seccién transversal de la entrada
a la columna (mz), 7 es el radio de la parte cilindrica de la columna, 6 dangulo del cono inferior de la
columna.
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La altura del cono viene dada por, hcono = (reit — 7o) cot 8. El hold up gaseoso, €4, puede ser calculado
a través de varias correlaciones publicadas en la literatura. Para este caso se siguié la eleccién de D. N.
Smith y J. A. Ruether [8] quienes utilizaron la correlacién de G. A. Hughmark [4]

o= (GE) (5]

donde u,4(2) es la velocidad superficial del gas (%), o es la tensién superficial (%)

La velocidad superficial del gas puede calcularse a partir del caudal molar de gas, €2, mediante la

férmula
QRT

40 = A P+ (B = ) g (e T o))

donde R es la constante universal de los gases, T es la temperatura absoluta (K), P, es la presién

kg
m3

atmosférica, ps es la densidad del sélido ( ), g es la aceleracion de la gravedad (s%) , €5 es el hold up

solido.
La velocidad de sedimentacién referida a la seccién transversal de la columna se puede obtener me-
diante la siguiente correlacién (ver [8, 9]),

uy (2) = a1.ug(2)2 . uf® ahy(2)™, (7)

donde u;__ es la velocidad de sedimentacién de una particula en medio liquido puro, y a1, ag, oz y o
son los pardmetros de la correlacién. El coeficiente de dispersién axial, E(z), se correlaciona de la forma
(ver [9])

w19~ 35
donde 5
ro(z)P2 3
Pey(z) = B (%) + BuRep(2)%, (8)
_ ug(2)Dpy () = ug(2) e (2) = dpprut.,
Reg(z) - /«’Jl I F g( ) (gD)%v R p( ) ,U/l )

donde D es el didmetro de la columna (m), p; es la viscosidad ( kg ) Pe, es el ntimero de Peclet, Fry es

m.s )’
ntimero de Froude, Rey es el nimero de Reynolds del gas, Re, es el nimero de Reynolds de la particula,
B es el pardmetros de la correlacién (i = 1,...,5).

Formulacion del problema inverso

El modelo inverso de CBT desarrollado por J. Herndndez [3], descrito en la seccién anterior queda
formulado como un problema de fronteras, dado por la ecuacién diferencial ordinaria no lineal de orden 2
expresada por (2) y las condiciones de frontera dadas por (3) y (4), donde los pardmetros que intervienen
en las expresiones (4), (7) y (8) son desconocidos. Estos se determinan haciendo un ajuste de la solucién
de la ecuacién diferencial (2) en funcién de datos experimentales. Estos datos se conforman de una
cierta cantidad de experimentos, que dependen de las velocidades u,4(2) y @%,(2) y la concentracién en la
alimentacién del reactor C?, y consisten en mediciones de la concentracion de sélidos a diferentes alturas
del reactor (ver cuadro 1).

El ajuste del modelo CBT a los datos experimentales permitird tener la correlaciéon final para la
distribucién de sélidos en las columnas de burbujeo que constituyen los reactores del proceso HDH?!.

LHDH es un proceso catalitico para la conversién de los residuos, provenientes de las destiladoras atmosféricas y de
vacio, en productos de mayor valor comercial
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Esto ayudara al mejoramiento de las herramientas del disenio de un reactor en dicho proceso. Los resultados
de este trabajo se usardn para predecir el comportamiento en un reactor de tamano comercial.
Denotemos al nimero de experimentos por neyp y al nimero de muestras o mediciones que se realizan

en el experimento j por m; para j =1,...,Nexp. Sean (flj, ceey fmjj>, el vector de mediciones realizadas

para el experimento j para j = 1,...,Nexp, T € R0 distribuidos a lo largo del reactor. Denotemos el
vector de pardmetros del modelo CBT dado por

T = (alv"' 70[4,51,"' 7ﬂ5a’y>t = (xlv"' 7x10)t7

y el vector ( Jij (@), fmyg (m)) representa las concentraciones de sélidos obtenidas por el modelo en
cada posicion del reactor donde se realizé el experimento j. El propésito es minimizar la funcién

Nexp M

Z Z (fij (z) — fz’j)Q, 9)

j=1 i=1

fla) = —

Nexp

que representa el promedio de las distancias entre los datos experimentales y los valores obtenidos al
modelar la concentracién. Por tal motivo, el objetivo es resolver el problema dado por

10
min f(x) con A= H[ai,bi]. (10)
Obsérvese:
= Para j =1,...,nexp, al fijar los pardmetros x € A, el vector (flj (@), fnyj (m)) , es la solucién
del modelo inverso de CBT formulado por el problema de fronteras ((2),(3),(4)) en los puntos
21, , 2Zm; a lo largo del reactor. Es decir, para el experimento j, fi; () = C¥ (2;), donde 0 < 21 <

-+ < zm,; < L son puntos a lo largo del reactor de altura L y CY es la solucién del problema de
frontera que representa al modelo inverso CBT que se obtiene a fijar el pardmetro .

= La funcién objetivo f(x) no se conoce explicitamente aunque se tenga la expresién (9), ya que para
la evaluacion de las funcién f(z) se requiere resolver ney, veces, la ecuacién diferencial ordinaria no
lineal de orden 2 (2) con las condiciones de frontera dadas por (3) y (4), lo cual el cdlculo numérico
y computacional es costoso.

= Es posible que se encuentre més de una solucién z € A que satisfaga la condicién (10). También
podriamos estar en presencia de puntos donde f’(x) = 0, pudiendo haber un minimo local o un
punto silla de la funcién f(z) en dicho punto.

Resumiendo lo anterior, estariamos en presencia de un problema de optimizacién global donde la funcién
objetivo no se conoce en forma explicita, y el cdlculo de su valor en un punto puede ser costoso en términos
de tiempo y de recursos de computacién.

Sub-estimacion lineal a trozos

En esta seccion se describe el método numérico utilizado para resolver el problema inverso planteado,
este es el algoritmo de linealizacién sucesiva (SLA) presentado por O. Mangasarian, J. Rosen y M.
Thompson [6]. A continuacién se hace una breve descripcién de este algoritmo (ver [6] para obtener mas
detalles) para luego adaptarlo al problema planteado.

El problema que estamos interesados en resolver es encontrar el minimo global de una funcién f :
R™ — R, dados 2%, 2%,...,2™ € R™ y los valores de la funcién f
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Mangasarian, J. Rosen y M. Thompson [6], encuentran una sub-estimacién lineal a trozas de la funcién
f resolviendo el problema

m

min (yk —(a+ 'k + e'|AxF + b)) + ee's¥)
1

oc,('.,.‘\,b,s)C k— (11)
s.a a+ctak+etshF <Yk k=1,....m
—gk <Amk+b<sk, k=1,...,m,
donde € € (0,¢ para algin € >0y s* € R, k=1,...,m, y e € R es un vector de unos.
Definiendo 6(z) = Z (v" — (a+c'a" + ' |Az" 4 b]) + ee’s™), y
k=1
_ Linttttnierem | at+cab +elsP <yk k=1,...,m
Z{ZER /—skgAxk—l—bgsk,k:l,...,m ’
entonces (11), se puede expresar como:
min 4(z). (12)
z2€Z
Ademéds, el subgradiente de 6(z) con respecto a z es dado por,
1
m ka
00(z) =Y — |9]Aik +bilab, i=1,2,..¢], (13)
k=1 O|Aixk + b, i=1,2,...¢
Tl
donde e € R parai=1,2,.. .0y k=1,2,...,m:
1 si A +b; > 0
O|Aic® + bl = |€[-1,1] si A +b = 0]. (14)
-1 si AaF+b < 0
Para resolver este problema, en [6] plantearon el algoritmo 1
Algoritmo 1 Algoritmo de linealizacién sucesiva (SLA) [6]
Punto inicial: 29 € RIFnHntttim 1 — 0
repeat
Obtener zF*t1 como solucién vértice del problema
min 90(2%)(z — 2¥). (15)
z2€Z
k+—k+1
until 90(2%) (251 — %) =0
Notemos que, para z € RITnHnti+im
t
z= (av Ct; A17 ety AZv bta sltv AR Smt) ’ (16)
donde a € R, ceR”, AeR>"siendo A; = (aﬂ a2 ... am), su i—esima fila, b,s' € Rl y ¢

es el nimero de funciones lineales que generan la sub-estimacion lineal a trozos.
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t
Notese que z € RItnHnttttm go puede expresar como, z = (zl7 22, ... ,Zl+n+5n+e+gm) , donde
cada componente estda determinada de la siguiente forma:

<

« si =1,
G, si 2<i<n+1,
z; = a;;  si z_zn+]+1 con 1 <1</, 1<j<n,

b; s =i+nl+1)+1, con 1<i<{,

shsi i=Mm+1)(l+1)+(h—1)+i, con 1<i<l 1<h<m,
Denotemos fi(2) = (90(z%))!z, entonces en el Algoritmo (SLA) se tiene que:

90(=")' (2 = 2%) = fi(2) — fu(zY). (17)
Ademds, fi(z) esta expresada por:

t
a|Afzh + b,lfach> Al
h=1 h=1

m

14 m L
—ZZOAAth + b¥[bt + EZZS?.
i=1 h=1 h=1 i=1

Por lo indicado anteriormente, la funcién fi(z) es lineal y esta se puede expresar como

donde las componentes del vector p* estdn dadas por:

-m sioi=1,
=2 T sio 2<i<n+1,
p? — - 227'21 Ol|Aicz'h =+ b,]f‘x? si 'L =1in —|—j —+ ]_ con 1 67 1 J g n, (18)

=3 alAkzh 4| si =i+ n(@+1)+1, con 1<i<Y,

i=Mnm+1){+1)+ (h—1)0+1,

€ si A
con 1<i<l, 1<hsm

Como en cada iteracién del algoritmo SLA minimiza en z a la funcién definida por (17) la cual es una
funcién afin, por lo tanto es suficiente minimizar en cada iteracién a la funcién fi(z). Asf en la expresién
(15) en el algoritmo 1 se puede expresar por:

min fia(2) = (0
s. a. (19)
Hz <t

donde el vector t € R(™*26m)  cuyas componentes estdn determinadas por:
Yz sioi=1,...,m
t; = . (20)
0 si i=(m+1),...,(m+ 2¢m)

y la matriz H e R(m+20m)x(tnttntltlm)  donde sus componentes estan definidas de la siguiente
manera
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1 si 1<i<m, jzl,
i osi 1<i<m, 2<j<n-—1,
J—1
s i=m4+(h-1)0+i y j=in+j+1,
j 1<i<l,1<hs<m, 1<j<n,
b 5:m+(m+h—1)€+i y j=in+j+1,
J 1<i<l, 1<h<m, 1<j5<n,
hi; = - - (21)
1 s i=m+(h-1)0+i y j=+1n+i,
1<i<tl, 1<h<m,
1 i=m+m+h-—1D0+i v j=Mnm+1l+i+]1,
1<i<l, 1<h<m,
1 s i=m4+(h—-100+i y j=O+1){+1)+h—-1)+1,
1<i<l, 1<h<2m,
0 en cualquier otro caso.

Por tal motivo el algoritmo 1 se puede reescribir de la siguiente manera

Algoritmo 2 Algoritmo SLA adaptado

Considerar un punto inicial zy € R nHrnttim [ c 7 v e >0,
k=0.
repeat
Calcular t y H mediante las expresiones (20) y (21) respectivamente,
Calcular p* mediante la expresién (18),
Determinar 2* resolviendo el problema de programacién lineal (19)
until | fr—1(2*) — fee1(zF71)| < TOL

Asi, se presenta un bosquejo del algoritmo que resuelve el problema inverso considerado en este
trabajo:

Paso 1: Para k=1,---,m obtener y* = f(2*). Esto se obtiene resolviendo m veces el problema
de frontera que representa el modelo inverso CBT al fijar el pardmetro 2* para evaluar la funcién

(9)-

Paso 2: Se determina la sub-estimacion lineal a trozos para obtener el vector z aplicando el algoritmo 2,
de donde se extraen los valores «, ¢, A y b que determinan la sub-estimacion.

Paso 3: Se resuelve el problema programacién lineal

min a+ctx +ely
s.aa. —y<Ax+b<y, (22)
rely=>0,
1
donde «, ¢, Ay b se obtienen del Paso 2 'y A= [][a;,b;] , son las cotas inferior y superior

1=1
conocidas del vector de parametros x.
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Obsérvese que la funcién objetivo presente en el Paso 3 es una funcién afin, por tal motivo es suficiente
minimizar la funcién lineal  f = ctx + efy.

El punto = que se obtiene en el Paso 3, es la solucién éptima del funcional (9), es decir, este va a
representar los pardmetros que ajustan al problema inverso CBT.

Resultados numeéricos

Todas las corridas se hicieron en un computador Intel Core 2 Duo de 2.4 GHz con 2 GB de memoria
RAM, en el lenguaje MATLAB R2008a para utilizar la libreria que éste posee. El modelo inverso CBT
considerado para aplicar la nueva metodologia es el mismo modelo que consideré J. Herndndez [3] en su
trabajo, este esta definido de la siguiente manera: nex, = 32, para j = 1,...,nexp se considera m; = 13,
la altura del reactor es de L =1 mts, A =[2.0, 3.0] x [0.05, 0.25] x[0.1, 0.8] x[1.1, 1.8] x [5.0, 7.0] x
[7.0, 9.2] X [0.05, 0.2] x [0.003, 0.005] x [1.0, 1.5] x [1.5, 2.0] y los datos experimentales considerados
son los mismos utilizados por Herndndez estos fueron proporcionados en su momento por la empresa
INTEVEP S. A. y fueron realizados en un reactor experimental en la Universidad Simén Bolivar. Estos
datos experimentales estdn descritos en el cuadro (1).

En la metodologia utilizada por J. Herndndez [3], obtuvo como resultado que los pardmetros z* que
mejor se ajustan al modelo CBT considerado son los siguientes:

a1 = 2.34 61 = 6.44 Y= 1.923
as = 0.05 By = 9.061
as = 0.751 B3 = 0.149 (23)

g = 1.142 B4 = 0.0037
Bs = 1.145

Estos valores son el punto de comparacién de los resultados obtenidos con la metodologia implemen-
tada.

Para la implementacién de los programas, se consideré una distribucién de 100 puntos en A, los
resultados obtenidos se presentan en el Cuadro 2, donde la primera fila se indican los pardmetros z =
(a1, ,a4,B81, -+ ,P5,7) obtenidos en cada corrida, seguido una aproximacién valor del funcional
(f(z)) en estos valores, el tiempo (tiempo) que se tardé en obtener la solucién, el nimero de iteraciones
(Niter) que se necesitaron para obtener la sub-estimacién lineal a trozos y el error relativo de los resultados
con respecto a la solucién (23) obtenida por J. Herndndez [3]. El punto inicial para obtener la sub-
estimacién y los subgradientes se generaron aleatoriamente.

Al observar los resultados obtenidos, hay que resaltar que el tiempo de CPU que se necesita para
obtener la solucién con la nueva metodologia, en el peor de los casos fue de 218 minutos lo que equivale
a 3.63 horas, lo cual es muy bueno en comparacién con los resultados obtenidos por J. Herndndez [3], (se
utilizaban un tiempo promedio de CPU de 15 horas en la primera etapa y 5 horas en la segunda etapa). Es
evidente que el tiempo de CPU consumido mejora, encontrando el sub-estimador lineal a trozos. Mientras
més ajuste se le agregue a los pardmetros [, € y tol del método, este tiende ajustar mejor la solucién, pero
aumenta el tiempo de CPU. Una ventaja del método es que no depende del valor inicial para obtener la
sub-estimacién.

Como el menor error relativo en los resultados obtenidos es de 0.0657, entonces los pardametros que
mejor se ajustan a los datos experimentales con la nueva metodologia son:
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Alturas

(m)

0.041 0.124 0.207 0.29 0.374 0.455 0.529 0.603 0.677 0.751 0.825 0.899 0.973
caso Ug Ug] Qm
m/s m/s Kg/m3 Cs Kg/m3

1 0.0297  0.0040 48. 470. 446. 373. 300. 217. 171. 137. 129. 104. 103. 88. 79. 70.
2 0.0572  0.0039 23. 178. 125. 119. 97. 71. 54. 63. 75. 52. 53. 50. 43. 41.
3 0.0267  0.0020 74. 731. 741. 711. 630. 557. 504. 478. 418. 360. 325. 292. 207. 190.
4 0.0583  0.0040 139. 666. 640. 673. 596. 527. 491. 443. 462. 446. 435. 398. 360. 341.
5 0.0903  0.0050 148. 572. 606. 562. 499. 498. 419. 391. 368. 342. 324. 331. 291. 225.
6 0.0943  0.0034 198. 674. 663. 630. 588. 527. 465. 466. 461. 443. 431. 394. 395. 371.
7 0.1646  0.0019 111. 685. 650. 539. 462. 470. 409. 396. 381. 347. 328. 312. 267. 275.
8 0.1581  0.0038 215. 618. 635. 597. 551. 549. 450. 427. 402. 402. 392. 380. 333. 309.
9 0.0569  0.0040 68. 317. 258. 216. 193. 171. 146. 140. 132. 126. 124. 116. 112. 106.
10 0.0970  0.0028 62. 425. 350. 255. 240. 193. 160. 164. 156. 147. 130. 125. 124. 109.
11 0.1593  0.0040 19. 165. 109. 103. 78. 70. 66. 50. 48. 57. 46. 43. 36. 34.
12 0.1571  0.0041 36. 195. 143. 130. 142. 137. 96. 87. 92. 92. 72. 7. 73. 70.
13 0.1607  0.0040 61. 387. 332. 258. 228. 248. 154. 146. 144. 149. 131. 129. 121. 115.
14 0.0149  0.0023 35. 633. 652. 582. 461. 354. 253. 157. 111. 85. 7. 58. 59. 52.
15 0.0139  0.0048 36. 498. 624. 618. 518. 410. 353. 207. 106. 78. 59. 59. 50. 49.
16 0.0269  0.0039 46. 544. 547. 502. 386. 295. 261. 220. 183. 165. 142. 107. 97. 87.
17 0.0574  0.0035 48. 544. 474. 394. 348. 287. 261. 236. 210. 217. 182. 164. 170. 135.
18 0.0569  0.0040 108. 552. 507. 454. 371. 332. 296. 264. 250. 237. 222. 195. 188. 186.
19 0.0930 0.0038 80. 409. 427. 373. 347. 279. 225. 222. 208. 200. 188. 172. 167. 161.
20 0.1710 0.0016 70. 482. 385. 313. 296. 266. 222. 204. 202. 190. 178. 170. 164. 155.
21 0.0140 0.0041 65. 651. 812. 900. 911. 800. 758. 755. 745. 734. 734. 703. 700. 661.
22 0.0328  0.0039 143. 834. 874. 853. 807. 743. 696. 687. 675. 679. 646. 633. 596. 533.
23 0.0266  0.0038 248. 812. 880. 897. 846. 824. 787. 759. 736. 742. 697. 688. 667. 634.
24 0.0962  0.0037 509. 813. 833. 801. 790. 736. 687. 702. 651. 659. 627. 643. 624. 592.
25 0.0974 0.0014 326. 825. 851. 831. 804. 782. 700. 720. 687. 638. 646. 629. 597. 631.
26 0.1525 0.0033 290. 786. 807. 7T72. 713. 697. 643. 633. 612. 612. 607. 575. 543. 530.
27 0.0140  0.0040 12. 395. 303. 189. 148. 87. 70. 62. 57. 46. 41. 41. 33. 35.
28 0.0145 0.0046 37. 391. 410. 349. 251. 167. 152. 116. 95. 79. 71. 62. 42. 49.
29 0.0148  0.0044 37. 447. 472. 418. 304. 227. 194. 147. 118. 98. 7. 61. 58. 59.
30 0.0274  0.0037 18. 203. 136. 116. 88. 71. 47. 48. 45. 40. 36. 32. 38. 33.
31 0.0272  0.0021 23. 262. 180. 118. 113. 57. 55. 53. 45. 47. 49. 42. 42. 41.
32 0.0281  0.0044 61. 439. 373. 334. 263. 188. 164. 143. 125. 124. 109. 106. 88. 81.

Cuadro 1: Datos experimentales utilizados en el ajuste de los parametros
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I= 30 30 30 15 50 50 50 50
€= 107° | 107 | 107° | 107 | 107° 1078 107°% | 1071
tol = 107°% | 1071 | 1071 | 1071 | 107° 1078 | 1071 | 107°
o 2.00 2.00 2.00 2.00 2.00 2.00 2.00 2.00
s 0.05 0.05 0.25 0.05 0.25 0.05 0.25 0.25
as 0.80 0.80 0.80 0.80 0.80 0.80 0.80 | 0.793
ay 1.80 1.80 1.80 1.10 110 | 1.5284 | 1.2084 | 1.10
B 7.00 7.00 7.00 7.00 7.00 7.00 7.00 7.00
B2 9.20 9.20 9.20 9.20 9.2 9.20 9.20 9.20
Bs 0.1967 | 0.1010 | 0.1069 | 0.1950 | 0.20 | 0.1413 | 0.164 | 0.20
Ba 0.0030 | 0.0045 | 0.0050 | 0.0049 | 0.0030 | 0.0030 | 0.0030 | 0.0050
Bs 1.00 1.00 1.50 1.50 1.50 | 1.3396 | 1.50 | 1.3871
v 1.50 | 1.5094 | 2.00 2.00 2.00 | 1.7607 | 2.00 1.50
F(z) | 510.46 | 543.25 | 558.49 | 524.67 | 548.82 | 505.10 | 542.67 | 507.58
Tiempo | 57.18 | 144.59 | 110.45 | 288.07 | 116.44 | 197.98 | 117.62 | 218.14
(min)
Niter 18 52 25 55 11 29 14 20
L=zl | 0.0894 | 0.0891 | 0.0882 | 0.0657 | 0.0679 | 0.0699 | 0.0679 | 0.0734

Cuadro 2: Aplicado a una distribucién de 100 puntos en A

a1 = 2.00 By = 7.00 v = 2.00
as = 0.05 By =9.20

as; =080 B3 =0.1950

ag =110 By =0.0049

Bs = 1.5

Conclusiones

Se propone una metodologia, que consiste en la implantaciéon de un método de optimizacién global,
eficiente para ajustar los parametros desconocidos en el modelo de la concentracién de sélidos en columnas
de burbujeo trifdsicas. Ademds mejora el tiempo de CPU que se necesita para obtener el resultado. Hay
que destacar que el algoritmo implementado no depende del valor inicial para obtener la solucién, esto
significa que la convergencia es global.

Como las implementaciones se hicieron con el software MATLAB, se presentaron limitaciones al
momento de aumentar la cantidad de puntos considerados en la region A del problema y al hacer un
mayor ajuste en [ debido a que se presentaba un problema en la memoria en el software.

Es evidente que ajustando los parametros en el algoritmo la solucién obtenida, se aproximaria mejor
a la solucién 6ptima (23) del problema y al hacer mayor ajuste en los pardmetros en el algoritmo trae
como consecuencia, que se utiliza mayor tiempo de CPU para obtener la solucién como se evidencia en
los resultados obtenidos.

Cabe destacar que existe la posibilidad que el modelo de la concentracién considerada no represente,
de la manera mas precisa, el problema fisico, para verificar esto seria necesario realizar un estudio més a
fondo sobre el modelo del problema y verificar la confiabilidad de los datos experimentales. Sin embargo,
verificar esta posibilidad no es parte de este trabajo.
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